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Pero la Física matemática clásica comprendía , y compren- 
de, porque continúa dominando, multifutl de ciencias parcia- 
les, ó, si se quiere, de ramas de una misma ciencia, que á 
su tiempo eniimeraniüs. y que eran: la teoría de la Elastici- 
dad, la teoría de la Luz, la del Sonido, la teoría de la Capi- 
laridad, la Electricidad estática, la Electricidad dinámica, el 
Magnetismo, el calor y la Termodinámica, para no citar sino 
las principales. 

Y escogimos, ante todo, la teoría de la Elasticidad, por 
razones que en una de las i'illimas conferencias del curso pre- 
cedente expusimos con toda la amplitud posible. 

Considerábamos, que la teoría de la Elasticidad era funda- 
mental en Física matemática; por ejemplo: la teoría de la Luz 
se consideraba como la teoría elástica del Éter, y así, al final 
del curso anterior, la presentábamos á modo de ejercicio de 
las fórmulas generales de la Elasticidad. 

Asi la consideró Lame en su obra clásica, y asi la consi- 
deró Cauchy en sus prodigiosos trabajos. 

De este modo se ha considerado siempre, hasta que la 
teoría electromagnética ha venido á disputar este privilegio 
á la teoría elástica del Éter. 

Otro tanto podemos decir de la Acústica, que es una apli- 
cación de la teoría de la Elasticidad. 

En rígor, si la Termodinámica no se ha considerado en la 
Física matemática clásica como aplicación inmediata de dicha 
teoría de la Elasticidad, entre ambas existe una relación ínti- 
ma, como hace notar Mr. Poincaré, y como veremos en otro 
curso. 

Más aún, las teorías eléctricas de Maxwell puede decirse 
que son teorías de sistemas elásticos, siquiera sea una elas- 
ticidad de nueva especie la del éter, en la gran obra del 
eminente físico escocés. 

Todo eslo lo expusimos, todavía con más desarrollo, en 
tas últimas conferencias del segundo curso, y á lo dicho enton- 
ces nos referímos, para justificar esta elección preferente que 



hemos hecho, de dicha teoría elástica, en nuestras confereti- 

I 

^H Pero la teoría de la Elasticidad puede exponerse, según 
^Tdice el eminente matemático Poincaré, de muchas maneras, 
por muchos métodos y partiendo de diversas hipótesis, que 
podrán tener un fondo común, pero que, en rigor, son distin- 
tas, lo bastante para dar lugar á teorías diversas, 

La teoría clásica de la Elasticidad puede explicarse, según 
indicábamos en otra ocasión: 
1." Por el método de Cauchy. 

2." Por el método de Navier, Poisson, Lame y otros sa- 
bios. 

3." Por el método de Poincaré, que es en cierto modo 
una inclinación á la Física matemática moderna, y cierta 
ruptura con la Física matemática clásica de las fuerzas cen- 
trales. 
4," En rigor, también se ha procurado explicar la teoría 

a Elasticidad por la Termodinámica. 
Nosotros, en el curso precedente, y en su primera parte, 
' expusimos el primero de estos cuatro métodos, es decir, 
expusimos la teoría de la Elasticidad y llegamos á sus fór- 
mulas fundamentales, partiendo de la hipótesis de Cauchy. 
Después aplicamos estas fórmulas á diversos ejemplos, 
con lo cual puede decirse, que el tomo que hemos publicado 
con las conferencias del curso de 1906 á 1907, constituye un 
tratado elemental de la teoria de la Elasticidad, según el 
método de Cauchy. 

En este curso, continuando el desarrollo de nuestro pro- 
grama, explicaremos la teoría de la Elasticidad, como acaba- 
mos de indicar, por los métodos de Navier, Poisson, Lame, 
Clebsch y otros. 
Métodos que, á decir verdad, no son absolutamente idén- 
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ticos, pero que tienen un fondo común, que explicaremos 
más adelante, como en oposiciún al método de Cauchy. 

Por eso, la primera sección de este curso, pudiera titu- 
larse: Teoría de la Elasticidad; segunda parte. 

O aún mejor; Teoría de la Elasticidad, según Lame y su 
escuela. 



Para explicar el espíritu de estos últimos métodos, es 
conveniente compararlos con el método de Cauchy, que 
expusimos, con ta posible extensión, en el ultimo curso aca- 
démico. 

Y aun no está demás, que recordemos cuál es el espiritu 
de la Física matemática, expuesto y desarrollado con mu- 
chos ejemplos en el primer año que explicamos esta asig- 
natura. 

La Física, declamos, parte, como toda ciencia positiva, de 
la experiencia, de los hechos, de la realidad. 

En cada fenómeno busca las magnitudes, que definen y 
determinan el fenómeno en sí; y las relaciones analíticas, 
por medio de ecuaciones, entre estás magnitudes, se desig- 
nan, quizá con excesivo atrevimiento, pero sin atrevimien- 
tos tales no hay ciencia, con el nombre de ¡eyes de ¡a Nata- 
raleza. 

Acaso recuerden mis oyentes, y si no lo fueron de aque- 
llas conferencias pueden verlo en el primero de los dos 
tomos publicados, que presentábamos en aquella ocasión, 
como ejemplo típico, el de la teoría de los Gases. Los diver- 
sos estados de una masa gaseosa, los accidentes de este 
fenómeno, por decirlo de esta manera, dependen de tres 
magnitudes ó parámetros: la presión,;»; et volumen, v; la 
temperatura absoluta, T. Y la ley del fenómeno será una fun- 
ción que enlace estas tres magnitudes, por ejemplo: 

F {p, V, T) = 0. 
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mediante la cual, los valores de dos de dichas variables 
determinarán el de la tercera. 

Pero estas funciones, que enlazan las magnitudes físicas 
en cada fenómeno, pueden obtenerse de dos modos. 

1." Por los métodos experimentales de la Física, inte- 
rrogando á la Naturaleza en el laboratorio ó en el gabinete, 
y construyendo empíricamente la función F, y sus análogas 
en todos los demás fenómemos de la Física, y aun nos atre- 
veríamos á decir, de la Naturaleza. 

2." Por el procedimiento constante, uniforme, atrevido y 
fecundo al mismo tiempo, de la Física matemática clásica, 
que empieza siempre por establecer una hipótesis (ó varias), 
y que á esta bipótesis aplica luego el cálculo matemático. 

En rigor, en la historia de la Ciencia, las cosas no se pre- 
sentan en forma tan sencilla, porque uno y otro procedi- 
miento, la teoría y la práctica, como antes se decía, la hipó- 
tesis y la experimentación, como ahora se dice, muchas veces 
marchan á la par; pero nosotros, como hemos indicado, 
para la mejor inteligencia de nuestros oyentes, ó de nuestros 
lectores, presentamos los métodos puros, exclusivos y con 
sus caracteres propios; y siendo esto así, lo que dijimos 
antes, es rigorosamente exacto: la Física experimental debe 
prescindir de toda hipótesis, y sólo á los hechos y á su me- 
dida debe atenerse para deducir las leyes de la Física. 

En cambio, la Física matemática prescinde de la expe- 
riencia, ó sólo la emplea para la comprobación de los resul- 
tados. 

Se considera, en cierto modo, superior á la experiencia 

■misma, como método eminentemente racional, y al cálculo 

latemático pretende someter la variedad de los fenómenos 

'mediante una ó varias hipótesis: es un esfuerzo de la razón 

tara imponerse al empirismo. 



Pero ¿cuáles son estas hipótesis? 

Varían según los casos, los fenómenos y las circunstan- 
cias de estos fenómenos. 

Alguna vez tendremos ocasión de insistir sobre este punto; 
por hoy nos limitaremos á repetir lo que ya hemos expuesto 
en los años anteriores: entre todas las hipótesis de ta Física 
matemática clásica, la más natural, la más fecunda, la que 
dio siempre resultados más brillantes, la que mejor recogía 
los hechos de la Naturaleza para fundirlos en una unidad 
superior, la que constituye la gloria de la Física matemática 
del siglo XIX, era la que se designa con el nombre de Hipó- 
tesis mecánica. 

Mediante esta hipótesis, todo fenómeno de la Naturaleza 
se consideraba como un problema de Mecánica; en la Natu- 
raleza, se decía, no hay más que materia y movimiento, ó 
según otros, materia, fuerza y movimiento, y, por lo tanto, 
todos lus fenómenos del mundo inorgánico estarán compren- 
didos en las fórmulas generales de la Dinámica, y como caso 
particular, en las fórmulas de la Estática. 

Ahora bien, como por entonces se consideraba que la casi 
totalidad de la Mecánica se componía de elementos raciona- 
les, es decir, á pñori, sujetos á las leyes matemáticas, de 
aquí las ambiciones y las arrogancias de la Ciencia, preten- 
diendo encerrar todas las leyes del Universo material en las 
fórmulas lógicas de la razón. 

Si la hipótesis era exacta, al estudiar los fenómenos de la 
Naturaleza, no había que acudir á los hechos; una nueva 
Metah'sica, eminentemente matemática, reconstruía el Cos- 
mos en el cerebro humano. 

Y la empresa era grandiosa, era sublime, y sin escrúpulo 
puede emplearse esta palabra. 

Y marquemos concretamente este encadenamiento de 
ideas. 

Consideremos un fenómeno material cualquiera, que para 
abreviar la explicación, llamaremos A. 
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Establezcamos una hipótesis mecánica, es decir, supon- 
gamos que ese fenómeno, sean cuales fueren sus aparien- 
cias, ya se presente como luz, ya como calórico, ya como 
electricidad 6 magnetismo, ó bien como fenómeno químico; 
supongamos, repetimos, que no es más que un conjunto de 
masas grandes ó pequeñas, en número finito ó en número 
enorme, moviéndose con determinadas velocidades bajo la 
acción de determinadas fuerzas. A esta hipótesis, para abre- 
viar la explicación, llamémosla M. 

Pues aplicando al fenómeno A la hipótesis M, es decir, al 
fenómeno dado, la hipótesis mecánica, el fenómeno A se 
reduce á un problema de Dinámica. 

Pero, las fórmulas de la Dinámica, hemos admitido (hoy 
no se admite), que son eminentemente racionales, resultados 
simbólicos de la aplicación de la Lógica. 

Luego el fenómeno A ya está encerrado en dichas fórmu- 
las, que expresan las leyes de la cantidad y del orden com- 
binatorio. 

Luego el fenómeno A, repetimos, con todos sus accidentes 
y apariencias, no depende más que de las leyes racionales 
de la cantidad y del orden combinario; y así, la razón 
humana, no sólo abarca en si la variedad infinita de los 
hechos, que en este caso hemos designado por A, sino que 
les presta su unidad y les impone sus leyes. 

En suma, las leyes del Universo están escritas en la razón 
con certidumbre matemática y en fórmulas matemáticas; la 
experiencia sólo sirve, en este caso, para dos cosas: 

1.° Para comprobar los resultados. 

2." Para determinar las constantes de las fórmulas mate- 
iS, que expresan cada ley natural. 

Y aún los sabios se esforzaban por reducir todas estas 
I constantes de la Física, á una sota, con lu cual todo brotaba 
1 de la razón, salvo esta constante única, que había que pedir 
á la experiencia. 

La empresa era soberana; la verdadera Ciencia, dígase lo 



que se quiera, siempre tenderá á este ideal; entregarla á la 
muchedumbre de los hechus, es convertir á la Ciencia en 
iiiveiitaríü infinito, que podrá servir para una monstruosa 
almuneda del Cosmos; pero no más. 

Cien veces será vencido ci idealismo por los brutales 
choques de la realidad, y cien veces se levantará con nuevos 
alientos, aun arrostrando nuevos desengaños. 



Pero á lo que acabamos de decir, que es repetir en otra 
forma lo que ya hemos dicho muchas veces, la critica 
moderna opone graves censuras. 

Se admite el espíritu de la Fisica matemática, tal como lo 
acabamos de explicar; pero negándole todo carácter at)$o- 
luto. 

Es un procedimiento para llegar á la verdad; procedimiento 
más 6 menos brillante, pero sujeto á grandes errores yá un 
trabajo eterno de tejer y destejer, de subir la roca y de verla 
despeñarse, como Sfsifo la veía rodar una y otra vez. 

La Hipótesis mecánica, que en todo el siglo xix dominaba, 
hoy ha perdido gran parte de su prestigio, y en esto debo 
declarar que no estoy conforme con la mayor parte de los 
críticos. 

Que la hipülesís mecánica no sea más que una hipótesis, 
es evidente; pero la Historia dice que ha sido la hipótesis 
más fecunda, y el sentido común afirma, que es la hipótesis 
más natural y la que mejor armoniza con la naturaleza de tas 
cosas y de los fenómenos. 

Las demás hipótesis, podrán ser masó menos ingeniosas, 
más ó menos útiles, pero son infinitamente más artificiosas, 
como demostraremos siempre que llegue el caso, que la 
Hipótesis mecánica. 

Y apelamos antes al sentido común, porque, en efecto, el 
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iqüe prescindiendo de teorías mira al Universo, lo que ve son 
I masas, movimientos, y á las causas de estos fenómenos les 
f da el nombre de fuerzas. 

Todo esto podrá ser vago; pero el sentido común en estas 
vaguedades se funda, porque entre ellas y de ellas está reci- 
biendo constantemente influencias invencibles. Y esto es 
algo, siquiera no sea decisivo. 

Digo, pues, que la Hipótesis mecánica me parece la más 
natural; y digo más, la substitución de esta hipótesis por 
otra cualquiera, la considero como una deficiencia ó como 
un retroceso, y cuando llegue el caso procuraré demos- 
trarlo. 
I Bien sé que, para rebajar la importancia de la Hipótesis 
I mecánica, se acude á un célebre teorema de Mr. Poincaré, 
del cual dimos cuenta en las conferencias del primer curso. 
El teorema del eminente sabio dice así: 
Si un fenómeno cualquiera de la Física se explica por una 
hipótesis mecánica, por otras infinitas hipótesis mecánicas, 
podrá explicarse también: y como los fenómenos no pueden 
tener más que una explicación verdadera, es imposible 
admitir que tengan infinitas explicaciones, con lo cual todas 
quedan en duda. 

Esto tiene mucha importancia, no lo desconocemos; pero 
tiene importancia para negar á las hipótesis de la Física 
matemática su valor absoluto: nada más. 
L No; una hipótesis mecánica, no puede aventurarse que sea 
K la explicación absoluta de un fenómeno, y esto lo hemos 
reconocido cien veces. Pero aun así y todo, podrá ser 
un símbolo grandemente fecundo, y por de contado unas 
hipótesis serán inadmisibles por ser incompatibles con la 
realidad; otras serán todas aceptables, pero entre ellas habrá 
una que, al menos por su sencillez, sea preferible á las res- 
tantes. 

Esto sin contar con que probablemente las hipótesis esta- 
rán enlazadas entre sí, y aun estarán sujetas á una evolu- 




ción, como la de los seres vivos; idea que ya hemos apuntado 
otra vez, y sobre la cual, quizá volvamos en otra ocasión. 



Las hipótesis mecánicas, según acabamos de decir, pue-" " 
den ser varias; mejor dicho, pueden ser infinitas; pero pue- 
den reunirse en dos grandes grupos. 

Como en toda hipótesis mecánica hay que admitir masas, 
porque con masas, velocidades y fuerzas han de explicarse 
los fenómenos ó se pretende explicarlos, estas masas pue- 
den tener dos disposiciones distintas: 

1." Pueden ser discontinuas. 

2." Pueden constituir un todo continuo. 

De aquí resulta que las hipótesis mecánicas pueden par- 
tir de estas dos disposiciones de la materia: ó la materia dis- 
continua reunida en grupos, centros ó puntos materiales, ó la 
materia continua. 

Y en uno y en otro caso, á los sistemas discretos ó á los 
sistemas continuos, habrá que aplicar los teoremas de la 
Dinámica. 

Cabe otra tercera hipótesis, que es, la de las masas dis- 
continuas que se suponen reemplazadas por masas conti- 
nuas, como se ha hecho en varios problemas, á fin de 
substituir en los cálculos las sumas por las integrales, según 
explicábamos en el curso anterior. 

Pero las dos hipótesis fundamentales son las que acaba- 
mos de indicar: la masa discontinua, ó la masa continua. 

Y apliquemos todas estas ideas, que son la reproducción 
condensada de las ya expuestas en los cursos precedentes, 
al problema de la Elasticidad. 



Explicamos la teoría de la Elasticidad según el método 
de Cauchy, y era bien sencillo: admirable en su sencillez. 

Condensémoslo en breves frases, para marcar sus dife- 
rencias con el método de Lame y ios métodos análogos. 

Cauchy supone que los sistemas están formados de puntos 
ó masas infinitamente pequeiías por relación á las distancias 
que entre ellos median. Entre estos puntos del sistema exis- 
ten fuerzas internas, que son funciones de las distancias. Se 
supone además que el sistema sufre la acción de fuerzas 
exteriores, y que el problema se reduce á determinar las 
coordenadas de los desplazamientos de cada punto en función 
de las coordenadas iniciales y del tiempo. 

Este es el problema general de la Elasticidad; mejor dicho, 
es el problema general de un sistema de puntos aislados: 
es el problema de la Astronomía, transportado á la Física 
molecular. Los astros son puntos; la atracción newtoníana 
es, en este caso, la atracción molecular, función de la dis- 
tancia y proporcional al producto de cada dos masas; y las 
ecuaciones son las generales de la Dinámica: tres para cada 
masa. Resolver el problema es integrar este sistema de 
ecuaciones. 

Desde el punto de vista de la Lógica matemática, nada 
más elemental. 

Cauchy redujo la Hipótesis mecánica á su expresión más 
sencilla y más pura, si asi puede decirse. 

Claro es que esta hipótesis supone: 

I." Discontinuidad en la distribución de las masas. 

2." Supone asimismo, como en la Astronomía, la acción 
á distancia, ó que, por lo menos, las cosas pasan como 
si la acción á distancia fuese real. 

3-° Que las fuerzas son centrales, es decir, que van de 
masa á masa. 

Después de plantear el problema con esta generalidad, se 
introduce una nueva hipótesis, que es, por decirlo de este 
modo, hipótesis de simplificación, á saber: que sobre cada 
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punto sólo ejercen acción sensible los que están á pequeña 
distancia de él, dentro de la esfera de acción molecular. De 
las influencias del resto del sistema puede prescindirse al 
establecer las ecuaciones para cada punto. 

Con sujeción á estas ideas desarrollamos el método de 
Cauchy en el curso anterior, y puede decirse que todo él se 
condensa en las lineas que preceden; el resto son procedi- 
mientos y métodos de cálculo. 

Pasemos ahora á la segunda parte de la teoria de la Elas- 
ticidad que vamos desarrollando, que es la misma teoria 
por otro método, á saber: por el mjtodo de Lame, ó por 
métodos análogos; mas para abreviar la expresión, al con- 
junto de estos métodos, que no difieren unos de otros en lo 
esencial, les daremos el nombre del ilustre matemático. 

La primera parte tía sido, pues, el método de Cauchy, 

La segunda parte va á ser en este curso el método de 
Lame. 

Y claro es que tendremos que repetir muchas de las cosas 
que ya explicamos en el curso anterior; de todas maneras, 
llegaremos á las mismas fórmulas. 



Teoría de ¡a Elasticidad por el método de Lomé. — Pode- 
mos dar, desde luego, una idea general de este nuevo mé- 
todo, sin perjuicio de desarrollado en las conferencias suce- 
sivas, para que se comprendan desde el principio las diferen- 
cias que existen entre él y el método de Cauchy. 

También aquí se parte de la Hipótesis mecánica, y aquí, á 
decir verdad, no es maravilla qnc de la Hipótesis mecánica 
se parta, porque de un problema de Mecánica se trata: dado 
un sistema de puntos enlazados de cierto modo y constitu- 
yendo un sistema, y suponiendo que sobre este sistema 
actúan fuerzas exteriores, determinar la ley de desplaza- 
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miento de los diferentes puntos, la nueva forma del sistema, 
por lo tanto, y la intensidad y distribución de las acciones 
internas. 

Y se dirá: Pues tratándose de un problema de Mecánica, 
¿cómo no lia de aplicarse la Hipótesis mecánica? 

Esto es evidente, tan evidente que no vale la pena de dis- 
cutirlo; y, sin embargo, para estudiar el fenómeno matemá- 
ticamente, pueden hacerse hipótesis diversas, y algunas ten- 
drán el carácter de hipótesis físicas (ya explicaremos lo que 
esto significa), y otras tendrán el carácter de hipótesis mecá- 
nicas. 

En efecto; las ecuaciones finales han de ser: ó ecuaciones 
de equilibrio ó de movimiento; es decir, las ecuaciones ge- 
nerales de la Mecánica. 

Pero respecto á la definición del sistema y á su estructura 
ultima, ó pueden hacerse hipótesis, que son verdaderas 
hipótesis mecánicas, ó pueden definirse estos sistemas por 
sus propiedades físicas experimentales, sin aventurar nada 
respecto á su constitución. 

V aquí llegamos al punto en que difiere el mótodo de 
Cauchy del método de Lame. 

Cauchy define cada cuerpo, según hemos explicado varias 
veces, como estando compuesto de puntos materiales á gran- 
des distancias relativas y sujetos á fuerzas internas y recipro- 
cas. Esta es una hipótesis, y puede decirse que es una hipó- 
tesis mecánica, porque aspira á penetrar en la constitución 
de la materia como sistema mecánico. 

En cambio, el método de Lame y los análogos, no parten 
de esta hipótesis, sino de dos resultados experimentales, sin 
que sea preciso dar la explicación de estos resultados; por 
más que, cometiendo una inconsecuencia á veces, se pre- 
tenda explicarlos, viniendo á parar, aunque de una manera 
incompleta, á la hipótesis de Cauchy. 

Todo esto que adelantamos debe ser explicado con más 
detenimiento. 
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El nuevo método que vamos á exponer parte de estos dos 
hechos experimentales; y para fijar las ideas, supongamos 
que se trata de un cuerpo sólido. 

Primer resultado experimenta!. Stí un sólido, S, y sea 
Af un punto de este sólido (fig. 1/). 
Por el punto Ai tracemos un pla- 
no. AB, que dividirá al sólido en 
dos partes. C y D. 

La experiencia da que las partes 
C y D están unidas y mantenidas, 
en el equilibrio general, al parecer 
por una serie de fuerzas que actúan 
en los diferentes puntos del plano 
AB. 

Este es un hecho que la expe- 
riencia impone; para separar la parte C de la D, para romper 
el sólido, digámoslo así, se necesita ejercer cierto esfuerzo: 
todas las construcciones, todos los materiales de construc- 
ción, lo demuestran prácticamente, y la ciencia de la cons- 
trucción, de este hecho necesita partir. 

Para romper la madera, la piedra, el hierro, es preciso 
someter estos materiales á ciertas fuerzas, y aparecen, una 
vez conseguida la rotura, superficies propiamente de rotura, 
Y al afirmar esto no formulamos ninguna hipótesis: con- 
signamos un hecho, estamos en el dominio de la Física expe- 
rimental; y es que, fiasta ahora, más que á la Física mate- 
mática, á la Física experimental pertenece, considerada de 
este modo, la teoría de la Elasticidad. 

Si procuráramos explicar el hecho en cuestión; si dijéra- 
mos que las dos partes Cy £> del sólido S están unidas, á lo 
largo de la sección ideal AB, por atracciones mutuas de los 
elementos D sobre los elementos C, y reciprocamente, ya 
formuiariamos una hipótesis y nos aproximaríamos, más 6 
menos, al método de Cauchy, y aun de lleno caeríamos en 
él, como vimos en el curso anterior. 



1 



15- 



Y, sin embargo, esto hacen la mayor parte Helos autores, 
aunque quedándose , por decirlo de este modo, á la mitad del 
camino. 

Pero esto no es necesario : para resolver el problema desde 
el punto de vista que estamos considerando, s6lo hace falta 
el hecho experimental, intepretado, es cierto, desde el punto 
de vista de la Mecánica. 

Porque esta interpretación nos permite definir un concepto 
que es fundamental en la nueva teoría: el concepto de esfuer- 
zos inferiores, ó, si se quiere, tensiones; concepto que ya 
explicábamos en una de las últimas conferencias del curso 
precedente. 

En la sección AB tomemos un área sumamente pequefia, 
ab, que comprenda el punto M, y con el pensamiento subs- 
tituyamos al elemento al> un dinamómetro idea!, compuesto 
de dos placas, a'b', a"b", unidas por resortes, r, é infinita- 
mente próximas. 

Este dinamómetro nos marcaría un esfuerzo; y si supone- 
mos que el área ab disminuye, comprendiendo siempre al 
punto M, y dividimos este esfuerzo por el área, el cuociente 
tenderá á un limite, y este limite es lo que se llama tensión 
por unidad de superficie en el punto M y para el piano ab. 

Lo mismo diríamos para otro plano. 

Claro es que este dinamómetro ideal equivale, en cierto 
modo, á una hipótesis; pero tan sencilla, tan enlazada con la 
realidad, que casi puede considerarse como la traducción 
inmediata de un hecho experimental. 

Es como decir, que si las dos partes, C, D, del sólido S 
están unidas constituyendo un sólido, y sometidas por de 
contado á fuerzas exteriores, en todos los puntos de la sec- 
ción A B actuarán esfuerzos que todavía no sabemos calcu- 
lar, cuyas leyes de distribución desconocemos, pero que no 
por eso serán menos reales, y tanto, que si pasan de ciertos 
limites, el sólido se destruye, se aplasta, ó se desgarra, ó 
desliza una parte sobre otra, ó todo esto á la vez. 
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Y bien, estos hechos experimentales son los que raide 
simbólicamente nuestro dinamómetro ideal. 

No es asi como la mayor parte de los autores explican 
este concepto de tensión. 

De otro modo lo definen, y aun las definiciones son varías, 
como veremos en el curso próximo, reproduciendo unas 
explicaciones muy interesantes de Mr. Poincaré. 
Adelantemos algunas de estas ideas. 
Los autores no se contentan con definir la tensión experi- 
mentalmente; procuran dar de ella una definición mate- 
mática. 
Consideremos la sección A B y en ella el área ab (fig. 2."). 
_, Pues los autores á 

\ que me refiero suponen 

/'" \ que todos los ciernen- 

/ '*' \ tos m, m, . m, , de la 

^ * ■' i \ £ parte C det sólido, cjer- 

A * ''■■■ ^%\^ cen esfuerzos sobre los 

/ \ , \í»' elementos m', m,', 

p...,.í"' ' "=■ "lela parte o. 

Y consideran tan 
sólo los pares de puntos en que la recta que los une corta 
al plano AB dentro del área ab. Por ejemplo: los puntos 
m,m', cuya recta corta á ab en el punto interior c; el par de 
puntos m,, m,', cuya recta corta asimismo al área en un 
punto c,. Pero no toman en cuenta, para esta área ab, los 
pares de puntos m, m,', que cortan al área ab exterior- 
mente en c,. 

El primer grupo de puntos, mejor dicho, de pares de pun- 
tos, determinará, por decirlo de este modo, un manojg de 
fuerzas, que todas ellas pasarán por el interior del área ab. 
Este manojo ó haz de fuerzas, limitado como queda 
expuesto por el contorno del área ab. que es algo así como 
un cinturón del haz, es el que sirve á dichos autores para 
definir la tensión correspondiente al área ab. 
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A este fin, según los piocedimientos de la Estática, trans- 
portan todas las fuerzas del haz al centro de gravedad M 
del área, y de este modo se obtienen: 

I." Una resultante de todas estas fuerzas en el punto Af. 
Esta resultante es la que se llama, como antes decíamos, la 
tensión en el punto M del cuerpo y para el elemento ab. 

2° Un par de fuerzas. Pero se demuestra fácilmente que 
el valor numérico de! par de fuerzas es despreciable en los 
cálculos si se compara con el valor numérico de la resul- 
tante. 

En efecto; supongamos, para fijar las ideas, que el ele- 
mento plano correspondiente al 
punto M es un círculo (figura 3.^) /^ 

cuyo centro esté en Ai y proyec- / 

tado en ab. 

Tomemos dos puntos a', b' sobre 
un diámetro y á igual distancia de 
M, de modo que Af n' = Mb'. 

Supongamos que sean /y/' los 
dos elementos de tensión corres- / 

pondientes á los puntos a', b', ó, / 

si se quiere, á dos áreas infinita- J^ 

mente pequeñas de segundo orden -y- 
que comprendan á estos puntos. Finura 3.' 

Claro es que todo el círculo ab 
podrá descomponerse de este modo en pares de elementos 
á igual distancia de Aí y sobre los diferentes diámetros de 
este círculo. 

Lo que digamos de los dos elementos de la tensión, /,/', 
podremos decir de todos los demás. 

Por último, dada la pequenez de a b, y admitiendo la ley 
de continuidad para todo el sistema, podemos admitir que 
fyf son iguales y paralelas. Claro es que consideramos el 
caso general; es decir, que la tensión es oblicua al elemento 
plano á que corresponde. 
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Aplicando ahora las reglas de la Estática, y trasladando 
/y/' al punto M, tendremos en M una fuerza MF^ 2/y 
otra fuerza opuesta é igual á la anterior, con lo cual no se 
alterará el sistema Mg' = Mg -{- gg' = 2f. 

Pero el par que forman f y g tendrá por valor /x a' p, 
siendo a' p ía perpendicular a' f, y el que forman /' y g' será 
iguala/ >r 6' pV Ambos son iguales numéricamente y se des- 
truyen por actuar en sentidos contrarios. 

En general, suponiendo que el área es cualquiera, toman- 
do para el punto Af el centro de gravedad, y admitiendo que 
todas las / son iguales por unidad de área, todavía el par 
será nulo, porque la suma de los momentos de todas las 
fuerzas por relación á dicho centro de gravedad es igual 
á cero. 

Por fin, si /variase por la ley de continuidad, el par no 
seria nulo, pero sería infinitamente pequeño con relación a'f. 
De este modo queda definida la tensión para cada punto 
y para cada elemento; pero en rigor, como atites decíamos, 
esto es volver al método de Cauchy, empleándolo á medias. 
Es decir, aceptándolo para definir la tensión y sin sacar par- 
tido de la hipótesis, para terminar la solución del problema; 
porque si el sistema se compone de puntos, lo natural es 
buscar el equilibrio para estos puntos. Y aun cuando el sis- 
tema fuera continuo, definida la tensión de esta manera, lo 
natural seria continuar por el camino emprendido hasta lle- 
gar á las ecuaciones de equilibrio. 

Por eso nosotros, buscando la unidad de los métodos y 
procurando no mezclar unos con otros, consideraremos, " 
según dijimos al principio, que el esfuerzo, 6 como dicen \ 
muchos autores, la tensión en cada punto y para cada ele- 
mento plano, es una magnitud experimental, 6 si se quiere, 
un concepto experimental, que podría medirse idealmente 
por un dinamómetro ideal, y que, aun prácticamente y con 
cierta aproximación, puede medirse en muchos casos, como 
en construcciones y experimentos que pudiéramos citar. 
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f Segundo resaltado experimental.— E\ valor de la tensión en 
tda punto y para cada elemento plano depende de la defor- 
ición del sistema. 

Esto también se comprueba en la práctica, ó mejor dicho, 
de la práctica se toma; la práctica despierta la idea de rela- 
cionar los esfuerzos interiores de uii sólido con las deforma- 
■ciones del sistema. 
I Un hilo que está sujeto á tensión, cuanto más se alarga, 
I mayor tensión estará sujeto. 

Un prisma que se oprime por un peso contra su base, 
cuanto más se acorta, será señal de que está sujeto á mayor 
presión. 

KEn un puente que desciende bajo la acción de las cargas 
ue sobre él actúan, el ingeniero relaciona las flechas con la 
uitensidad de dichas cargas. 

En general, un sólido sometido á fuerzas exteriores, se 
deforma, y se comprende que los esfuerzos Ó tensiones inte- 
riores dependen de las deformaciones, que en el sólido 
determinan las fuerzas á que está sometido; es decir, que 
hay una relación entre ambas cosas. 

Podemos, pues, en términos generales, y sin perjuicio de 
concretar más adelante esta fórmula esquemática, decir que: 

^^wensión en un punto y para un elemento = Función (de las 
^^B deformaciones del sólido). 

^^H Y anunciemos desde luego una simplificación, análoga á 

^^^ftque hicimos en el método de Cauchy. 

^^H Al exponerlo decíamos que, para establecer el equilibrio 

^^Btc cada punto, tendríamos en cuenta las fuerzas exteríores 
que sobre dicho punto actuaban, y además las fuerzas inte- 
riores: acciones y repulsiones recíprocas. Pero no las de 
todos los puntos del sistema; porque eran tan insignificantes 
las acciones de los puntos lejanos, que no habia para qué 
tenerlas en cuenta. Asi, pues, sólo considerábamos los pun- 
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tos que rodeaban al punto dado, y que estaban dentro de la 
esfera de la actividad molecular. 

Pues asimismo diremos en este segundo método que 
vamos exponiendo, á saber: que las tensiones dependen, 
no de todas las deformaciones del sistema, sino únicamente 
de las deformaciones de la parte que rodea al punto que se 
considera hasta cierta distancia muy pequeña de dicho punto. 

La simplificación es análoga; pero á decir verdad, parece 
más natural en el método de Cauchy, que en el método que 
estamos considerando. 

Allí puede demostrarse rigurosamente para ciertas leyes 
de atracción y repulsión. 

Aquí es una simplificación de buen sentido, pero no tan 
evidente, á no ser que se abandone, por el momento y para 
la demostración, el método experimental, y se acuda al prin- 
cipio de la acción á distancia, definiendo las tensiones como 
resultantes de acciones recíprocas de los elementos, según 
el método de Cauchy. 

Decir que las tensiones dependen de la deformación del 
sistema ó de una parle de él, es decir una cosa exacta, pero 
poco precisa. La fundón, en Matemáticas, es una relación 
analítica entre magnitudes: la tensión es una magnitud; pero 
las deformaciones de una parte, por pequeña que sea, son 
muchas magnitudes, y es necesario ver sí todas son inde- 
pendientes 6 si hay algunas fundamentales de las que depen- 
den las restantes. 

Todo eso exige un estudio especial. 



Con estos dos principios experimentales: El de las tensio- 
nes y el de éstas en función de las deformaciones, puede ya 
plantearse el problema como veremos en las conferencias 
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próximas y como en términos generales vamos á anticipar 
en ésta. 

Consideremos en el interior del cuerpo un elemento sólido 
infinitamente pequeño y de caras planas. 

Determinemos las tensiones para estas caras, y establez- 
camos el equilibrio de dicho sólido, según las reglas de la 
[ Estática. 

Establecidas que sean, substituyamos las tensiones en 
I valores de las deforní aciones, y tendremos las ecuaciones 
finales; es decir, un sistema de ecuaciones que nos determi- 
narán cada deformación en función de los datos, si se trata 
de un problema de equilibrio elástico, ó en función de los 
datos y del tiempo, si el problema es de Dinámica elástica; 
por ejemplo; Un problema de vibraciones. 

Tal es la solución general, que especificaremos y concreta- 
remos en la conferencia próxima, ó mejor dicho, en las con- 
ferencias restantes; porque, en rigor, en los últimos párrafos 
hemos dado la solución del problema de la Elasticidad según 
Lame y según los autores que siguen su método ó métodos 
^^_ ana 

^^H Cuando se va á establecer cualquiera de las teorías que 
^^Vcomprende la Física matemática, como, según hemos dicho, 
I hay que empezar siempre por una hipótesis, á veces sen- 

cilla, otras veces más ó menos compleja, la claridad y el mé- 
todo exigen que la hipótesis se establezca sin ningún géne- 
t ro de ambigüedad y sin vaguedades de ninguna clase. 

La hipótesis podrá ser la que se quiera; para establecerla 
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tiene libertad absoluta el matemático, quedando á su cargo 
la responsabilidad de las consecuencias. Sólo se le exige dos 
cosas, ante todo que en la hipótesis no exista contradicción 
lógica, porque en este caso se destruiría á sí misma: los 
cálculos serían incompatibles míos con otros, y las conse- 
cuencias opuestas á la realidad. 

Pero esto no basta: es preciso que la hipótesis sea clara y 
completa. 

Y esto, á decir verdad, no siempre se cumple sino por 
manera muy deficiente. 

Un siglo hace que en la Física matemática figura el éter y 
no existe una definición que acepten todos los físicos y que 
determine sin género de duda la naturaleza, sea real, sea 
hipotética, de este fluido. 

¿Es un fluido incompresible, como muchas veces se ha 
supuesto? 

O bien: ¿es susceptible de compresiones y de dilatacio- 
nes, que pudieran ser precisamente las dos electricidades, 
positiva y negativa? 

¿Es el éter, como hay quien afirma, una especie de sólido 
de infinita rigidez? 

¿O es vago, inconsistente, lo menos material que pueda 
imaginarse? 

Y por otra parte: ¿es una substancia continua que llena el 
espacio por completo? 

O por el contrario: ¿se compone de átomos distintos, colo- 
cados á distancia unos de otros, que pudieran ser átomos de 
éter, ó quizá los modernos electrones? 

Dado que el éter sea una substancia discreta, es decir. 
compuesta de átomos á distancia, ¿cuál es la naturaleza de 
estos átomos? 

¿Son, como algunos imaginan, verdaderos giróscopos infi- 
nitesimales, ó son sistemas complejos, pero no definidos? 

Y entre átomo y átomo de éter, ¿qué existe: el vacío, ó 
bien otro éter más sutil, un éter de segundo orden, para 



irnos hundiendo en la nada, ó para irnos á través del espa- 
cio en persecución de ia nada? 

Todo esto se ha dicho, no en forma de interrogación, sino 
en forma afirmativa, por unos y por otros; pero es el caso 
que, hoy por hoy, no podemos definir el éter de una manera 
precisa. 

Y nada tiene esto de particular, si el éter no es más que 
una palabra con la cual se designan hipótesis diversas y 
diversos fluidos hipotéticos. 

La realidad es una: el oxigeno es oxigeno, y el hidrógeno 
es hidrógeno; pero los fluidos que la imaginación crea ó 
supone para la aplicación de la Mecánica á la Física mate- 
mática, pueden ser infinitos, 

Y esto es aceptable; pero no lo es el que en cada caso no 
se defina de una manera precisa el fluido que se va á utili- 
zar, y no se fijan sin ambigüedad sus propiedades, que es 
lo que muchas veces ha sucedido y sigue sucediendo. 



Pues una cosa por el estilo podemos repetir al exponer 
los diferentes métodos á que se ha acudido para resolver el 
problema de la Elasticidad. 

Nos referimos á algo de que ya hemos hablado varias 
veces. 

Los sistemas elásticos, ¿cómo están constituidos? 

Es preciso fijar bien las ideas si no hemos de caer á cada 
paso en vaguedades y en contradicciones. 

¿Son sistemas continuos, ó discontinuos? • 

A Cauchy no se le puede dirigir esta acusación, porque 
establece terminantemente, lo mismo en la teoría de la Elas- 
ticidad, que en la de la Luz, que se trata de puntos ó masas 
infinitamente pequeñas, discontinuas, y, por lo tanto, situadas 
á distancia unas de otras. 
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Pero en el método Je Lame, la vaguedad existe. 

Lame, el) su ubra clásica, pág. 38, dice al analizarlos 
métodos de Navier y otros geómetras, que tales métodos 
suponen evidentemente la continuidad de la materia; pero que 
esta hipótesis es inadmisible. 

¿Por qué inadmisible? 

Ya iremos viendo en estas conferencias, que muchas teo- 
rías y muchos autores suponen la continuidad. Hipótesis 
cuya esencia metafísica no discutimos, pero que no es absur- 
da en sí. 

Todo el tercer tomo de la gran obra de Appell, es decir, 
de su Mecánica, se aplica á los sistemas continuos. Pero 
prescindamos de esto, que nos llevaría muy lejos, y conti- 
nuemos indicando las opiniones de Lame, que tienen toda 
la fuerza que les da el nombre ilustre de su autor. 

El cual sigue diciendo en la página citada: -Poisson 
cree vencer la dificultad reemplazando determinada integral 
por la suma de un número de lérniinos finitos é indetermi- 
nados; pero en realidad no hace más que substituir en algu- 
nos casos al signo suma el signo integral-. 

Y agrega -que al método que ha adoptado, y que tiene su 
origen en los trabajos de Canchy, lo considera al abrigo de 
toda objeción; lejos de suponer la continuidad de la materia, 
deja en cierta indeterminación el número de pares molecula- 
res cuyas acciones componen la fuerza elástica. Este número 
puede ser grande ó pequcfio; puede diferir de un medio 
sólido á otro, y. sin embargo, los resultados serán exactos». 

En suma, Lame parece que rechaza la hipótesis de la 
continuidad, y que acepta la hipótesis de Cauchy para el 
cálculo de las tensiones; pero no acepta, sin embargo, el 
método de este sabio, método tan claro, tan sencillo y tan 
fecundo, si se parte de aquella hipótesis. 

Además, deja la puerta abierta en cierto modo á la hipó- 
tesis de la continuidad, porque si el número de pares de 
elementos, que sirven para determinar las tensiones del inte- 



I rior de) cuerpo, puede ser tan grande como se quiera, pudie- 

I ra ser infinito, y jas sumas serían verdaderas integrales. 
De aquí resultan ciertas dudas y ciertas vaguedades que 

t desaparecen admitiemJj el método de Lame; pero tomando 
como punto de partida los dos resultados experimentales 
que exponíamos al terminar la conferencia precedente, y que 
debemos recordar al comenzar esta nueva conferencia. A 

■ saber: 

I 1." La tensión en el interior de un cuerpo para un punto 
de im plano de dirección determinada, puede considerarse que 
es un resultado expcrijneiital: el que daria un dinamóme- 
tro ideal colocado en el punto y sobre el plano en cuestión. 
2." La tensión que acabamos de definir depende de las 

I deformaciones del sistema, y aproximadamente, de las de- 

I formaciones de la región sumamente pequeña que rodea el 

I punto de que se trata. 

Y explicábamos al concluir la conferencia cómo admi- 
tiendo estos dos principios podia resolverse el problema de 
la Elasticidad. 

Se consideraría un sólido infinitamente pequeño, que lue- 
\ go. para simplificar, puede suponerse que es un paralelepi- 
1 pedo ó un tetraedro, colocado en el interior del cuerpo y 
I comprendiendo un punto cualquiera que se considere. 

Conociendo las tensiones en las diferentes caras de este 
I sólido infinitesimal, que podemos considerar de figura inva- 
Iriable una vez establecido el equilibrio de deformaciones, é 
I incluyendo entre las fuerzas las de inercia, si es problema 
I dinámico, no habrá más que escribir las ecuaciones de 
I equilibrio de dicho sólido. 

Y por fin, sulistituyendo en vez de las tensiones sus valores 
respectivos expresados por las deformaciones, tendremos 
enlazadas á éstas ultimas por varias ecuaciones, que las de- 
terminarán por los métodos generales del análisis. 
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A este punto habíamos llegado en la conferencia preceden- 
te, y deducimos de lo expuesto que la solución del pmblema 
de la Elasticidad, según el método de Lame y los métodos 
análogos, exige: 

1." Un estudio de las tensiones en el interior del cuerpo. 

2." Un estudio de las deformaciones. 

3." Aplicación de los principios de la Mecánica al equili- 
brio de cualquier sólido infinitamente pequeño, comprendido 
en el cuerpo, ó aplicación al movimiento de éste sólido, sí se 
trata de un problema de Dinámica; pero ya sabemos que los 
problemas de Dinámica se reducen á problemas de Estática, 
según el teorema de D'Alambert, agregando á las fuerzas 
efectivas las llamadas fuerzas de inercia. 

Estudiemos, pues, estas tres cuestiones sucesivamente. 



1." Batudlo da tensIoDCs. 



Ya hemos definido lo que se entiende por tensión en un 
punto y para un elemento plano que pase por é!, de cual- 
quier sistema elástico. 

Empleamos la palabra tensión, como la emplean muchos 
autores: quizá convendría decir esfuerzo, para no confundir 
la tensión con la tracción ; pero nos acomodaremos á la cos- 
tumbre. 

Dijimos en la conferencia precedente, que la tensión para 
un punto de un plano elemental, situado en el interior de 
un sistema elástico, puede definirse de muchas maneras. 

Lame define la tensión por una hipótesis que resulta com- 
probada por otros métodos más exactos; pero que al pronto 
parece algo arbitraria. 

No insistiremos en ella. 

Otros autores posteriores la definen considerando pares 
de puntos materiales del cuerpo, situados los dos puntos 
de cada par á distinto lado del plano elemental ab (fig. 4."); 
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(or ejemplo, m, m'\ pero con la condición de que la recta 
Wmm' corte al área ab en el interior de ella: en c, por ejemplo. 
La resultante de todas las fuerzas que actúan, según éstas 
*' lineas, por las acciones recíprocas de m, m' , será la ten- 
sión correspondiente a! pla- 
no ab, que suponemos apli- 
cada, según ya hemos expli-y( ' L ^ 1^ 

cado, al centro de gravedad 
de esta área elemental. 

Esta es una definición ma- Fioura 4.- 

temStica, clara y precisa. 
Supone que el cuerpo está compuesto de puntos materia- 
I les; pero nada se opone á que se aplique también á los siste- 
I mas continuos, salvo una discusión especial para el caso en 
' que resultasen esfuerzos infinitos á medida que la distancia 
tendiese hacia cero. 

Problema es éste sobre el cual algo hemos dicho en el 
curso anterior, y sobre el que volveremos más de una vez. 
Todavía diversos autores han intentado definir la tensión 
. de otra manera que vamos á indicar. 

Consideremos un sólido elástico S {fig. 5."), en su interior 
un punto a sobre un elemento plano in- 
finitamente pequeño, y prolonguemos 
este plano hasta que divida al cuerpo 
en dos partes. De modo que AB, pro- 
longación del plano o, dividirá al sólido 
5 en dos porciones, C, D. 

Suprimamos una de éstas, D por ejem- 
plo, y en cada punto del plano AB,y 
por lo tanto en a, apliquemos una fuerza 
l/de modo que no varíen las condiciones dinámicas del sis- 
Itema; es decir, que la porción C se encuentre en el mismo 
I estado, que cuando á ella estaba unida la porción D que 
I hemos suprimido. 

Se dice que en este caso la acción de las fuerzas / es equi- 




valente á la que ejercía la parte D sobre C, y cada una de 
estas fuerzas, /, por ejemplo, recibe el nombre de leiisión 
sobre el elemento correspondiente n.ysi se divide por el 
área de a, tendremos el concepto de tensión por unidad de 
superficie en el punto elegido y para el elemento plano en 
cuestión. 

Mr. Lame combate este sistema de definición, que parece 
muy sencillo y muy natural, pero que en rigor suscita dudas 
y dificultades en que no entraremos por ahora. 

Por último, puede considerarse la tensión como nosotros 
la hemos considerado hasta ahora: como un resultado de la 
experiencia, á decir verdad, una experiencia que no puede 
hacerse, pero á la cual podemos aproximarnos por expe- 
riencias y analogías que parecen atendibles. 

Definimos, pues, la tensión en cada punto y para cada 
elemento plano por las indicaciones experimentales de un 
dinamómetro ideal aplicado á dicho plano y capaz de medir 
fuerzas oblicuas. 

Demos, pues, por definida la tensión sobre un área y tam- 
bién la tensión por unidad de superficie. 



Se comprende que, en general, la tensión variará para 
cada punto del cuerpo; por lo tanto, será una función de las 
tres coordenadas x, y, z de dicho punto. 

Pero la tensión se referia á un plano determinado ab, y 
ocurre esta pregunta: cuando ese plano girando alrededor de 
su centro de gravedad tome diversas orientaciones, la tensión 
¿continuará siendo la misma? 

De otro modo. 

Si por el punto M del cuerpo (fig.' 6.') hacemos pasar dos 
elementos planos, al), a'b', las tensiones correspondientes á 
estos elementos, ¿serán las mismas en magnitud? 



Se comprende que pueden no serlo, y en general no lo 
serán. 

Asi, pues, las tensiones no serán iguales para diferentes 
planos pasando por el mismo punto, ni en intensidad ni en 
dirección. O dicho de otro modo. Las componentes de la ten- 
sión para un punto dado de- 
penderán de la dirección del 
elemento plano que pasa por 
el punto, 6 sea de los cose- 
nos directores a, 'fi, y de su 
normal M N. 

Ya dependía la tensión de 
las coordenadas del punto; 
ahora depende de los cose- 
nos directores del plano que / [./ 
Í considera, y es claro que / 
el caso del movimiento 
ta tensión variará de un ^'a"" «■' 
itante á otro, de suerte que, 
rigor, podemos decir: que la tensión 7" en un punto {x y z) 
de un sólido elástico, depende de siete variables; asi, simbó- 
licamente, en general (ó repitiendo esto para cada compo- 

Dente) 

T = función (x, y, z, a, ¡3, y, /); 

í para un instante determinado, es decir, para un valor de- 
tiinado de I, ó en el caso del equilibrio, también simbó- 
:amente: ■ 

T=f(x,y,z.i,%y). 

(Y, en fin, si fijamos nuestra atención únicamente en un 
mto del cuerpo elástico, y queremos estudiar cómo varía ta 
tensión, según la orientación del plano, la cual está deter- 
minada por los cosenos directores 3, p, i- de la normal, pode- 

HOos suprimir x. y, z, como constantes de la función, y re- 

Bultará 
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en términos generales, ó una ecuación análoga, como antes 
decíamos, para cada componente de T. 

Este es el problema que ahora nos proponemos resolver: 
determinar la tensión para un plano cualquiera en función 
de las cantidades que determinan la posición de éste. 

Decimos la tensión, pero en adelante nos referiremos á la 
tensión por unidad de superficie. Si el plano es de área muy 
pequeña, y dividimos la tensión total correspondiente á esta 
área por el área misma, y suponemos que ésta tiende hacia 
cero, obtendremos un limite, admitiendo continuidad en el 
sistema, y ésta será la tensión por unidad de superficie para 
un punto dado y para un elemento plano de determinada 
orientación. 

Pero antes de pasar adelante, conviene todavía dar algu- 
nas explicaciones y fijar el sentido de algunas palabras. 



Sea, como siempre, el sólido 5 (fig. 7."), dividido en dos 
partes por el plano A B. 
En este plano, consideremos et área sumamente pequeña 
a b, como hablamos he- 
cho hasta aquí; pero ima- 
ginemos que esta área ab 
se divide en dos planos ú 
hojas, ab, a' b', como si 
el plano primitivo tuviera 
Fisura 7." dos caras! 

La cara ab la supondre- 
mos invariablemente unida á la parte C: ta a' b', á la parte 
D: precisamente en este espacio a b a' b' es donde tendría- 
mos que colocar nuestro dinamómetro ideal. 



c 
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La parte D del sólido, ó la parte útil, que será ta niSnífa- 
mente próxima hab, a' b', ejercerá un esfuerzo T sobre el 
plano ab, y, por lo tanto, sobre la parte C: es, precisa- 
mente, la tensión que hemos definido. 

Así, pues, Tes la tensión que D ejerce sobre C á través 
de la superficie a b. 

Pero en virtud del principio de que la reacción es igual y 
contraria á la acción , á la vez la parte C ó su parte útil ejer- 
cerá una acción sobre D á través de a b', que estará re- 
presentada por T' igual y contraria á 7", 

Así, en resumen, repitiendo para T lo que hemos dicho 
para T, diremos que 7" es el esfuerzo ó tensión que C ejer- 
ce sobre D á través de la superficie á b'. 

De suerte que, en general, cuando hablemos de tensión^ 
tendremos que especificar la parte del cuerpo sobre la cual 
se ejerce, si está á un lado ú otro de la superficie a b át se- 
paración; porque cuando establezcamos ecuaciones, debere- 
mos marcar si se trata de 7" ó de T , pues si bien son igua- 
les, tienen signos contrarios. 

Una última explicación; 

I Si el esfuerzo T (figura 8.") es normal á la superficie a b, 
va hacia el interior de C, di- 
mos que es un esfuerzo de 

compresión, porque, en efecto, 

la acción de D sobre C será A - 

comprimir á esta última parte 

del cuerpo; y recíprocamente, T 
^tenderá á comprimir la parte D, Fiaupa b.' 

^■|{ es que en este plano ab a'b' 

^B dos hojas habrá compresión del cuerpo: cada región ten- 
^^erá á comprimir á la otra; cada una se apretará contra la 

opuesta. 

La tensión en este caso se convierte en presión. 

^L Por el contrario , si, como sucede en la figura 8', la tensión 
^B'que se ejercí 



T' 



("que se ejerce sobre C á través de o 6 no va hacia dentro, 
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sino hacia fuera de esta región, claro es que la parte C es- 
tará sujeta á una tracción. Y recíprocamente T será el es- 
fuerzo que C ejerce sobre D tirando de esta última y procu- 
rando alargarla. 

Entonces se dice que la* tensión, término genérico, es en 
este caso tracción, y el plano ab 
que estamos considerando está 
sujeto á un esfuerzo de tracción. 
En la figura 8.", los resortes 
del dinamómetro ideal que co- 
locásemos en aba' b' se esti- 
Figura »■. rarian, y en la figura 8' se com- 

primirían. Los nombres de las 
acciones sobre el dinamómetro se invierten, dada la hipóte- 
sis que hemos establecido y el modo de colocar el dinamó- 
metro en cuestión. 

Finalmente, si la tensión, 
vez de ser normal al plano, es 
paralela, como en la figura 8" 



c -^r-^ 
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A c=t3=^ 
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entonces las partes C y D tien- 
den á resbalar á lo largo de AB. 
La tensión se llama esfuerzo 
tangencial, y tiende á produ- 
cir un resbalamiento; algunas veces este esfuerzo se llama 
esfuerzo cortante. 



Y ahora volvamos al problema que quedó pendiente: ex- 
presar Ten función de -j, ^, y; es decir, determinar la ley de 
varíaciones de las tensiones alrededor de cada punto, según 
la orientación del plano. 

Y no decimos bien al decir que hemos de determinar el 
valor de las tensiones, ni las fórmulas que hemos escrito 
hasta aquí tienen otra significación, que ima signtñcación 
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esquemática, porque, por regía general, cada tensión es 
oblicua respecto al plano á que corresponde; de suerte que 
necesitamos determinar para cada plano, no sólo el valor 
numérico de la tensión, sino ta dirección que tiene, ó si se 
quiere, determinar sus tres componentes. 

De suerte que el problema que vamos á resolver es éste: 

Determinar las tres componentes de la tensión por unidad 
de superficie, ó, abreviadamente, de la tensión en cada pun- 
to del sólido elástico, en función de los tres cosenos direc- 
^Jores de la normal al plano á que la tensión se refiere. 
^H Y ocurre esta primera pregunta que ya hicimos antes. Para 
^Hllda punto, las tensiones alrededor del mismo ¿podrían ser 
arbitrarías en todos sentidos, s¡ vanásemos á voluntad la 
naturaleza del sólido, ó estarán sujetas en todos los sólidos 
continuos á ciertas leyes matemáticas? 

¿Habrá infinitas tensiones arbitrarías, ó todas ellas depen- 
derán de un número finito de tensiones, correspondientes á 
orientaciones determinadas del piano, que comprende el pun- 
to en cuestión? 

Una consideración muy sencilla demuestra, que no todas 
las tensiones pueden ser arbitrarías. 

Fijemos bien las ideas. 

Tomemos un punto en el interior del sólido elástico S, y 
sea el punto M (fig. 9). 

Alrededor de este punto, imaginemos un poliedro de caras 
planas abe infinitamente pe- 
queño; si el sólido S está en 
equilibrío, estará en equilibrio el 
poliedro M infinitamente peque- 
ño y situado en su interior. 

Luego para este poliedro de- 
berán cumplirse las ecuaciones 

de equilibrio de los cuerpos só- piour» «. 

&los invaríables. 

Las fuerzas que se ejercen sobre él, son: las fuerzas ex- 
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teriores, que suponemos que actúan en el punto M; la ten- 
sión T sobre la cara a; ta tensión T sobre la cara b; la T" 
sobre la cara C, y así sucesivamente. 

Luego estableciendo el equilibrio de dicho sólido, inñnita- 
menle pequeño, tendremos un número determinado de ecua- 
ciones en que entrarán T y sus cosenos directores, asi como 
las demás tensiones T', T''...; luego es evidente que todas 
ellas no son arbitrarias, puesto que lian de satisfacer á un 
número determinado de ecuaciones de condición. 

Este es precisamente el principio que vamos á aplicar para 
resolver el problema en que nos ocupamos. 

Sólo que en vez de tomar un poliedro cualquiera, tomare- 
mos dos de los más sencillos: 1.°, un paralelepípedo cuyas 
caras sean paralelas á los planos coordenados, que supon- 
dremos rectangulares; 2.°, un tetraedro en que tres caras sean 
paralelas á dichos tres planos coordenados y en que la cuar- 
ta tenga una dirección cualquiera definida por los tres cose- 
nos directores rj, ¡i, y. 

Mas antes, para terminar este avance, ó primera idea 
sobre la relación que existe entre las tensiones alrededor de 
un punto, haremos una última observación. 

Hemos considerado un poliedro cualquiera que comprenda 
el punto M, y hemos encontrado, que entre las tensiones T, 

T, T... sobre las caras a, b, c existen ciertas relaciones, 

de donde resulta que no todas las tensiones sonarbifrarias. 

Pero las tensiones sobre dichas caras, y aun las caras, 
puede suponerse que paralelamente á sí mismas se trasladan 
al punto Ai. Y esto es evidente, sí el sistema es continuo y 
el poliedro es infinitamente pequeño. 

De modo, que es legitimo suponer que las relaciones á 
que nos hemos referido entre T, T, T"... se aplican á dichas 
tensiones pasando por el punto M, y que los planos corres- 
pondientes pasan también por dicho punto y son paralelos 
á los a, b, c... 



Para buscar la ley que enlaza todas las tensiones corres- 
pondientes á un punto, empecemos considerando el parale- 
lepípedo que antes indicábamos. 

■ Sea este paralelepípedo A B C{fig. 10). 
En un instante cualquiera, cuando las deformaciones han 
llegado al limite que corresponde á este instante, podiemos 
suponer que dicho paralelepípedo es un cuerpo rígido é in- 
variable, y podremos aplicarle las fórmulas del equilibrío, que 
establece la mecánica racional. 

Sabemos que éstas son seis: tres que expresan que las 
sumas de las componentes de todas las fuerzas que actúan 
sobre el paralelepípedo paralelamente á los tres ejes coor- 
denados, han de ser iguales á cero; y otras tres relativas á 
los tres pares alrededor de ejes paralelos á los del sistema, 
que pasen por el centro del sólido. 

En estos tres últimos vamos á ocuparnos ahora, para de- 
ducir de ellos relaciones importantes. 

Consideremos la rotación alrededor del eje o z. 

Las fuerzas exteríores podemos suponer que actúan en o, 

I y por lo tanto, su momento será nulo; prescindiremos, pues, 
de ellas. 

De las fuerzas que actúan sobre la cara superior é infe- 
rior y en los centros de las mismas, también podemos pres- 
cindir, porque cortan al eje de giro. 




Plgura tO. 




Nos quedan las cuatro caras laterales: S C y la opuesta; 
>4 Cy la opuesta á ella. 

Consideremos la cara B C. La tensión, admitiremos, como 
siempre que actúa en el centro A' de dicha cara; pero de 
sus tres componentes s6lo la paralela al eje de la y será 
eficaz. En efecto; la que pasa por :4 ' y es paralela al eje de 
las X, pasa también por o, que es el centro, y su momento 
es nulo. La paralela al eje de las z tampoco puede produ- 
cir movimiento de rotación; luego sólo queda, como hemos 
dicho, la componente paralela al eje de la^*. 

Y antes de pasar adelante, fijemos bien las notaciones. 

Al considerar una cara B C, supondremos que se consi- 
dera la tensión ó esfuerzo que ejerce la parte de la derecha, 
que es la del eje de las x positivas sobre la izquierda; y es 
claro que si es una tracción, deberá considerarse A'D como 
posÍti\'a, según se ve en la figura 10'. 

En cambio, la acción de la parte de la izquierda sóbrela 
derecha A'D' será en este caso negativa. 

Respecto á las fuerzas 
tangenciales de dicha cara, 
llevarán el signo que les 
corresponda, es decir, el 
positivo si actúan en el 
sentido positivo de los ejes 
de las >• y de las z; el ne- 
gativo en el caso contra- 
rio. Y se considerará que 
«clúa la parte del sólido 
que corresponda A la di- rmn m . 

rccción positiva de los ejes 
sobre la parte de los ejes 

negativos: es decir, de derecha á ixquierda, de delante á 
atois, de arriba i abajo. 

Esto respecto i los signos; respecto á las notaciones, la 
tCBsK^n sobre cada cara se designará pur la letra del eje á que 
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s perpendicular y por un subíndice que indique la compo- 
lente de que se trata. 
Así, la tensión en la cara BC (fig. 10), es decir, de la parte 
i derecha del cuerpo sobre la izquierda, se designará 
"por X, y sus tres componentes paialelas á los tres ejes 
x,y, z, serán X^, Xy, X¡. 

Del mismo modo, la tensión sobre la cara C A , que ejerce 
la parte delante del cuerpo sobre la posterior, ó de la positi- 
va sobre la negativa, puesto que la caía es perpendicular al 
eje de las y, se designará por Y; 
y sus tres componentes, por Y^, Yy, Yz. 

Por último, la tensión sobre la superficie A B, consideran- 
do la acción de la parte superior del cuerpo sobre la inferior, 
puede expresarse porZ, 

Y sus tres componentes, por Zx, Zy, Z¿. 

^v También puede suponerse que cada plano elástico tiene 
HBos caras: la negativa, que corresponde á la parte negativa 
del eje, y la positiva, que corresponde al eje positivo. Y en 
esta hipótesis la magnitud, que en general se llama tensión, 
podemos suponer que siempre actúa sobre la cara negativa 
y que tienen sus componentes el signo que les corresponde 
según el sentido en que actúen. 

Las reacciones tendrán signo contrario y actuarán sobre 
las caras positivas. 
El siguiente cuadro condensa las expresadas notaciones: 

Í Tensión sobre la cara negativa de la superficie perpendi- 
lar 
eje de las x X componentes... XxXyX^ 
eje de las y....... Y ^ ... Y^ Y, Y^ 

eje de las z Z » ... Z^ZyZz- 

Y debe recordarse siempre, lo repetimos una vez más, que 
se trata de la acción de la parte del cuerpo que está del lado 

^ 
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del eje positivo sobre la parte del cuerpo que está del lado 
negativo. 

Debe recordarse también que en esta hipótesis las traccio- 
nes son positivas, y las presiones, negativas. 



Y calculemos ahora los pares que actúan sobre el parale- 
lepípedo para hacerle girar alrededor del eje de las z. 

Hemos visto que considerando la cara BC (fig. 10), la 
única fuerza eficaz es la paralela al eje de las y. 

Pero lo que nos interesa no es la acción del paralelepípedo 
sobre la parte de la izquierda cuya componente eficaz sería Xy, 
sino, por el contrario, la acción de la parte de la izquierda 
sobre el paralelepípedo, que es igual y contraria á la ante- 
rior, de modo que seria A' E. Pero Xy está referida á la uni- 
dad de superficie; para toda la cara 6 C, representando por 
a, b, c las tres aristas del paralelepípedo, sería en valor numé- 
rico Xybc, y como el brazo de palanca es Oi4' = — , el valor 

. , . „ abe 
del par sera a, , 

Este es el valor numérico del par, y como hemos supuesto 
que Xy es positiva, es claro que dicho valor numérico ten- 
drá el signo más; de todas maneras, en la teoría de los pares 
lo que importa es precisar el sentido del giro. 

Resulta, pues, el par A'y ; que está compuesto de la 

fuerza A'E y del brazo de palanca O A', y que tenderá á co- 
municar al paralelepípedo una rotación, según se ve en la 
figura de izquierda á derecha, es decir, en el sentido de las 
agujas de un reloj. 

En la cara opuesta á la B C, en el punto A ", la parte de la 
derecha, actuando sobre la izquierda, determinará una ten- 
sión, que es la que aquí nos interesa, porque es la acción 



sobre el paralelepípedo; pero de las tres componentes de 
esta tensión, dos de ellas son inútiles para nuestro objeto, 
porque la paralela al eje de la x pasa por el centro O; la pa- 
ralela al eje de la z no tiende á producir ningún giro, y sólo 
queda la paralela al eje de la y, la cual tendrá por valor el 
mismo que tenía en A' con el incremento que corresponde 

Ial incremento o de la x del punto A '. 
Es decir: 
toe 
ye 



dx 



Como actúa esta tensión por unidad de superficie, sobre 
! toda la cara, el valor total será 



{.,,^^. 



y el momento con relación al punto o, cuyo brazo de palan- 



I 



I 



(^' + ^'') 



\ abc 
2 ' 



Este par tiende también á producir un giro en el mismo 
sentido que el anterior; por consiguiente, para obtener el par 
resultante, deberemos sumar los dos valores positivos y 
tendremos: 






(Xy + -^ a]^^^^ = Xyübc + - 

\ " ox } 2 ' dx 2 



:ürdaRdo siempre que este par tiende á producir un giro 
le izquierda á derecha. 

Repitiendo todo esto para la cara ACy \a opuesta; y re- 
cordando que para la cara A C, si la acción de la parte ante- 
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ríor sobre la posterior es Yx, la de ésta sobre el paralelepí- 
pedo será — K„ y deberá llevarse de S* á £* como marca 
la figura, tendremos para el momento del par resultante de 
ambas caras 

dy ' 2 ' 



Yx abe - 



Pero este par, como se ve en ia Hgura, tiende á producir 
una rotación de derecha á izquierda, ó sea en sentido con- 
trario que las agujas de un reloj. 

De modo que ambos pares, es decir, el calculado para las 
caras BC y la opuesta, y el que acabamos de calcular, 
tienden á producir rotaciones contrarias; basta para el equi- 
librio que sus valores numéricos sean iguales, considerán- 
dolos siempre como positivos. 

Tendremos, pues, estableciendo esta condición 



„ . , dXy abe ., . , dYf . 

Xu abe A ^ a. = Y^abc -\ -o. 

^ dx 2 dy 



abe 
2 



y dividiendo por abe 

Xy 



dXy 

dx 



= Kx + - 



dy 2 



Pero los últimos términos de ambos miembros son canti- 
dades inñnitamenle pequeñas, puesto que lo son a, b, por lo 
tanto pueden suprimirse, y queda entre las componentes de 
las tensiones de dos caras contiguas la relación importantí- 
sima y fundamental: 

Xy^Y^, 

que se expresa diciendo, que cuando se invierten la letra 
principal y el subíndice, el valor de la componente no varía- 
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Hemos considerado ios planos perpendiculares á los ejes 
de las X y de las y; aplicando estos razonamientos á los pla- 
nos perpendiculares á los ejes y, z, tendremos, 

Y repitiendo lo mismo para las caras del paralelepípedo 
perpendiculares á los ejes x, z, tendremos de igual modo, 

Xz = Zx' 

Para fijar bien las ideas, hemos trazado la figura 1 1 , en que 




Plgmtl. 



aparecen el paralelepípedo y las seis componentes tangen- 
ciales. 
Dos de ellas, correspondientes á la cara yz: Xy = Aa'\ 

Las otras dos, correspondientes á la cara de las xz: 
Yx^Bh'; Yz = Bb'\ 

Y las dos últimas, correspondientes á la cara xy: Zx= Ce'; 

Zy = CC\ 

Y son iguales Aa\ Bb' perpendiculares al eje de las z: 
á saber, respectivamente Xy, Kx. 

Son iguales también X^y Zx^ es decir, Aa" = Cc\ ambas 



perpendiculares al eje de las y, Y por último son iguales 
y, y Zy, ó bien Bb" = Ce", perpendiculares al eje de las jc. 
Lo que decimos de estas componentes, que representan 
las acciones del paralelepípedo sobre el cuerpo en las tres 
caras, pudiéramos decir de las acciones del cuerpo sobre el 
paralelepípedo en las mismas caras. 



El cuadro que antes presentamos para las nueve compo- 
nentes de las tres tensiones, y que era, 

componentes de X Xx, Xy, X^; 

componentes de / K,, Yy, Y^; 
componentes de Z Z,, Zy, Zz\ 

se reduce, según lo que hemos demostrado, y si parasimpTr 
ficar adoptamos estas nuevas notaciones: 

X. = Af,; Yy=Nt; Z^ = N^ 

y 

Zy=Y^=T^; X^ = Z^=Tí; Y^^Xy^T^, 
al siguiente cuadro simétrico: 

componentes de X Ni T^ 7", , 
componentes de Y T„ N.j Ti 
componentes de Z T¡ T, N,; 

que comprende las notaciones que hemos de emplear en 
adelante, y que marca cuáles son las fuerzas normales á las 
caras, las cuales están representadas por la letra W y con los 
subíndices 1.2,3, según sean paralelas á los ejes x, y, z. 
Marca asimismo por la letra Tías componentes tangen- 
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cíales, es decir, las que están en las caras. Los subíndices 
1,2,3 corresponden á las combinaciones yz, xz, xy. 

Las primeras Ni, N,, N.¿ serán tensiones ó tracciones; 
las segundas T,, T^, T^ producirán deslizamientos. 



Nos ha servido hasta aquí, para un punto cualquiera del 
sólido elástico, el paralelepípedo infinítamenle pequeño de 
caras paralelas á los planos coordinados, y cuyo centro 
coincide con el punto en cuestión. 

Pero lo hemos empleado sólo con un objeto: para buscar 
relaciones entre los esfuerzos elásticos alrededor de cada 
punto. Y hemos visto que, en efecto, existen relaciones sen- 
cillas y fundamentales entre las componentes de los esfuer- 
zos sobre las caras contiguas del paralelepípedo. 

Hacemos esta advertencia, porque dicho paralelepípedo, 
que es importantísimo y que casi pudiéramos decir que es 
clásico, nos ha de servir más adelante para establecer el 
equilibrio ó el movimiento de todos los puntos interiores del 
sólido de que se trate. 

En esta conferencia lo hemos aplicado con un ob]eto 
mucho más concreto: con el de demostrar que las nueve 
componentes de las nueve tensiones X, Y, Z correspondien- 
tes á las tres caras del triedro, paralelo, por decirlo así, á los 
planos coordenados, se reducen á seis: N^ N,, Ng y Tu 
T,. 7",. 

Ha sido lo hecho hasta aquí una especie de simplifica- 
ción preliminar; y ahora pasaremos al problema general de 
las tensiones que antes indicamos, es decir, á determinar sus 
leyes de variación ó de distribución alrededor de cada punto 
del sólido elástico. 
FEste será precisamente el objeto de la conferencia próxima. 



VEste será precisan 



Conferenofa teroera. 



Señores: 



Prosigamos el estudio de ia teoría de la Elasticidad por el 
método de Lame y sus análogos. 

Recordarán mis oyentes 6 mis lectores, que este método 
se descompone en cuatro partes, en rigor, como en cuatro 
partes se descomponía el método de Cauchy. 

I." Estudio de las tensiones en cada punto de un sólido 
elástico. 

2." Estudio de las deformaciones para diciio punto. 

3." Expresión de dichas tensiones, en función de las 
cantidades que definen la deformación en general. 

4." Determinación de las ecuaciones generales de equi- 
librio. 

Y comenzamos en la conferencia precedente la primera 
parte, Ó sea el estudio de las tensiones. 

Y decíamos: las tensiones para cada punto de! sólido elás- 
tico, en las infinitas direcciones que irradian de dicho punto, 
¿podrán ser arbitrarias? 

Y demostrábamos que no podian serlo, y lo demostrába- 
mos imaginando un poliedro infinitamente pequeño alrede- 
dor del punto en cuestión y buscando sus condiciones de 
equilibrio. 

Pero precisando más el problema, agregábamos: en vez 
de un poliedro cualquiera, tomaremos dos de los más ele- 
mentales, á saber; un paraklepipedo infinitamente pequeño, 
cuyas caras sean paralelas á los planos coordenados, y un 
tetraedro infinitamente pequeño también, que luego definire- 
mos, y al que daremos el nombre de tetraedro de Cauchy, 
porque dicen algunos autores, que fué el primero que lo 
imaginó en las teorías de la Física matemática. 
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Este paralelepípedo y este tetraedro, que por decirlo así, 
' son clásicos en estas teorías, han de servirnos más adelante 
para obtener las ecuaciones del movimiento ó del equilibrio 
del sistema elástico; mas por el pronto hemos de aplicarlos 
tan s6loal estudio de la distribución de las tensiones alrede- 
dor de cada punto. 

Ya empleamos el paralelepípedo, y obtuvimos relaciones 
notables entre las componentes de dichos esfuerzos para las 
tres caras principales del sólido. 

Vimos, en efecto, según las notaciones establecidas en la 
l,COnferencia anterior, que se tiene 

Xy = Y^: X: - Z,; Y, = Zy. 

Que las representábamos, para abreviar, por 

Ts, n, 7",. 

Ahora pasemos al problema general de las tensiones. 



Necesitamos acudir al tetraedro de Cauchy, que evidente- 
mente nos va á resolver el problema genera! con facilidad 
suma, 
t- Este tetraedro OABC tiene tres caras: AOB, AOC 
BtOS, paralelas á los tres planos coordenados de las xy, 
de las xz y de las yz; advirtiendo que estos tres últimos pla- 
nos no están representados en la figura 12. La cara restante 
ABC es arbitraria y su dirección está definida por tres 
cosenos directores, a, ^, y, de la normal n á dicha carayes 
decir: que a representa el coseno del ángulo que forma la 
lormai « á la cara ABC con el eje de la x: ¡i, el coseno del 
ulo que forma dicha normal, con el eje de las jí; y y, el 
icno del ángulo que forma con el eje de las ^. 




Llamando /i á la normal, tendremos, pues, 

<i = cosC/í,x) '? = cos(n,y) y = eos (n.z), 

como se indica en la figura. 

En rigor, estos cuatro planos ponen en relación, para un 




punto cualquiera M, las tensiones sobre tres planos parale- 
los á los coordenados, con la tensión sobre un plano cual- 
quiera ABC. 

Y en efecto; si por el punto M trazamos cuatro planos 
paralelos á las cuatro caras de este tetraedro, como se ve 
en la figura 13, tendremos por dicho punto M trazados cua- 
tro planos paralelos, según acaba de indicarse, á los de la 
figura 12. 

Respecto á los AMB. AMC. CMB (fig. 13), bien claro 
se ve esle paralelismo y correspondencia; respecto al PP, 
decimos que es paralelo á la cara ABC de la figura 12, que 
es la cuarta cara del tetraedro. 

Pero debemos recordar aqui lo que ya indicamos 



1 
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tratar del poliedro en general, á saber; que los cuatro planos 
de la figura 13 que pasan por el centro M del tetraedro (un 
punto cualquiera; por ejemplo, el centro de gravedad), 
están infinitamente próximos á los cuatro planos indicados 
luego, admitiendo que el sistema es continuo, porque si 
en algún punto no lo fuese, para éste caería por su base 
todo lo que vamos diciendo, 
es evidente que la tensión so- 
bre el plano AMB{fig. 13) 
será próximamente igual á la 
tensión sobre la cara AOB 
de la figura 12, y lo mismo 
pasa á las otras dos caras 
principales del tetraedro. 

De igual suerte, la tensión 
sobre la cara >4SC de la fi- 
gura 12 será próximamente 
la misma que sobre el plano B 

PP de la figura 13. Figura la. 

De donde se deduce que 
buscar la relación entre las tensiones correspondientes á las 
cuatro caras del tetraedro, es lo mismo que buscar la rela- 
ión entre los cuatro planos de la figura 13, que son cuatro 
bnos que pasan por un mismo punto M. 

, aun dejando Tijos los tres planos paralelos á los 
ordenados, el plano PP puede variar en infinitas direc- 




Luego podemos establecer relaciones entre la tensión de 
plano cualquiera. PP, y las de los tres planos paralelos 

tos coordenados. 

1 breves palabras: una tensión cualquiera en función de 
S tensiones únicas. Esto dicho en términos generales, que 

tora precisaremos. 



Pero nada más fácil que establecer relaciones entre la ten- 
sión correspondiente á la cara A B C(fig. 12) y las tensio- 
nes de las otras caras. 

No hay más que hacer lo que ya dijimos en la conferencia 
anterior: escribir las ecuaciones de equilibrio del tetraedro. 
Para las notaciones y para la marcha de los cálculos en esta 
parte, seguiremos el folleto ya citado de Mr. Sarrau, que es 
claro, sencillo y metódico. 




i 



Sea el teatraedro (fig. \A) O A B C. 

Las áreas de las caras laterales, las representaremos 'por 



perpendiculares, respectivamente, á los ejes x, y, z. 

De suerte que si representamos por U el área de la cara 
ABC, recordando que los cosenos de los ángulos, que for- 
ma su normal con los ejes, ios hemos representado por a, 3, 
I-, y observando que cada cara lateral es la proyección de ü 
sobre el plano de dicha cara, tendremos evidentemente: 



, =Uu. 



= £13, <üg = ÜY. 



(1) 
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Veamos ahora las fuerzas que actúan sobre las cuatro 
caras del tetraedro; así como la fuerza que actúa en su 
masa. Determinemos las componentes, paralelas á los tres 
ejes, de todas estas fuerzas, é igualemos á cero cada una de 
estas tres sumas. 

De las fuerzas que actúan sobre la masa podemos pres- 
cindir, porque las componentes serán proporcionales al 
volumen, que es un infinitamente pequeño de tercer orden, 
puesto que las dimensiones lineales del tetraedro son de 
primero. 

Y al hablar de las fuerzas que actúan sobre el volumen, 
lo mismo podemos referirnos á las fuerzas exteriores, que á 
las fuerzas de inercia, que también son proporcionales al 
volumen del tetraedro. 

Sobre la cara OfiC actúa una fuerza, cuyas componentes 
son: 

+ N,, +r„ -ir,, 

y estas son las acciones, como hemos dicho tantas veces, de 
la parte de la derecha sobre la izquierda. Dichas acciones no 
están marcadas en la figura. 

Pero las que nosotros necesitamos son las acciones sobre 
el tetraedro; es decir, de la parte de la izquierda sobre la 
derecha, de modo que serán 

según se ve en la figura. 

Del mismo modo, las fuerzas que actúan sobre la cara 
OCA serán 

Y por fin sobre la cara AOB actuará una tensión, cuyas 
componentes serán 

-N^, — r,, — r,. 

3.* parte. 4 



-so- 
por otra parte, sobre la cuarta cara i4 i3 C suponemos que 
actúa una fuerza P cuyas componentes representaremos por 
X, Y, Z. 
Esta P es precisamente la tensión sobre dicha cara Q. 
De todas estas fuerzas que hemos enumerado, tenemos 
que tomar para cada ecuación las paralelas á cada uno de 
los ejes. 
Por ejemplo: 

Las paralelas al eje de las x serán — N^, — TV, —T^yX 
según se ve en la figura. Pero no olvidemos que estas son 
las tensiones por unidad de superficie, y que para tener la 
fuerza total sobre cada cara hay que multiplicar por el área 
de dicha cara, de suerte que las fuerzas que actúan parale- 
lamente al eje de las X serán, 

— Ni^if — r^Wa, — T'gCOj, XQ, 

« 
puesto que, como se ve en la figura, — N^ corresponde á la 

cara cü^; — T,> corresponde á la cara 0)3; — T^ corresponde 

á la cara cu.,. X corresponde á la cuarta cara del tetraedro Q. 

Sumando estas cuatro componentes, é igualando á cero, 

tendremos 

ó bien, 

y dividiendo por Q 



CO1 . ^ 0)4 . ^ (i>3 



x=Ar,^+ 73^ + 7; 



Pero las ecuaciones (1) permiten substituir las relaciones 
de las áreas por los cosenos directores, de modo, que en 
definitiva tendremos para primera ecuación de equilibrio 



X = N,a.+ T,^+T,^. 



\ 
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Otro tanto podemos repetir respecto al eje de las y, aun- 
que procederemos con más rapidez en la explicación. 

Las tensiones paralelas á este eje, según se ve en la fi- 
gura, son: 

y estas tensiones, multiplicadas por las áreas , darán las com- 
ponentes de los esfuerzos sobre las caras del tetraedro, pa- 
ralelamente al eje de las y, que serán 

— T^cúi, — /^ci)2, - TiCüg, Ka 

Tendremos, pues, 

- rgcoi - 7V3C0, ^ Ticog + Kü = O, 
y también , 

ó dividiendo por Q, 

que en virtud de las ecuaciones (1) se reduce á 

K=r8a + N,p-f.rjY, 

y es la segunda ecuación de equilibrio. 

Por último, para el eje de las z podremos hacer las mis- 
mas consideraciones y resultará : 

Tensiones paralelas al eje de las z, — T^y — Ti, — N^, Z. 

Para las fuerzasj multiplicando las tensiones anteriores 
por las áreas, 



y la suma de estas componentes, igualada á cero, dará 

— T^cüi — 7i0)2 — ATaCOg -f ZQ = 0; 
ó bien y 



y, finalmente, 

que es la tercera ecuación de equilibrio. 






En suma, las tres ecuaciones de equilibrio del .tetraedro, 
serán : 

X^=Ni(í \ T3P+ TsY, 

Y=T,a + N,? \--T,y, 

Estas ecuaciones nos demuestran, que para cada punto 
definido por las coordenadas x, y, z y alrededor de dicho 
punto, las componentes de la tensión, es decir, X, Y, Z, de- 
penden de seis cantidades, N^, N^, N.^y r„ T^, Tg, que serán 
siempre las mismas para cada punto Ai, y de los tres cose- 
nos directores a, ^, y de la normal al plano al cual se refiera 
la tensión. 

Dado, pues, un plano cualquiera, las componentes de la 
tensión, ó de otro modo, la tensión misma y su dirección, 
quedarán perfectamente definidas. 

Pero entiéndase bien: quedarán definidas cuando se co- 
nozcan las N y T, y éstas no las conocemos todavía; de 
modo que el problema no queda completamente resuelto. Lo 
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que hemos hecho ha sido expresar las incógnitas en función 
de las tres variables independientes «, h^, y y de las seis can- 
tidades Ny T. 

Para resolver el problema por completo, y esto lo hare- 
mos mas adelante, será preciso que determinemos para cada 
punto las N y 7 en función de x, y, z, si el problema es de 
equilibrio, y en función de estas cantidades y de /, si es un 
problema dinámico de Elasticidad. 






Aquí pudiéramos dar por terminado el estudio de las ten- 
siones; pero, generalmente, los autores dan una ó varias 
representaciones gráficas de la distribución de tensiones 
alrededor de un punto M, y nos someteremos á este sistema, 
definiendo tres superficies de segundo grado, que pueden de- 
signarse con los nombres de superficie directriz, elipsoide 
de tensiones y elipsoide de planos elásticos. 

Para cada punto, la posición y la magnitud de estas tres 
superficies será distinta en general; pero su naturaleza 
geométrica y analítica, por decirlo de este modo, será la 
misma. Sus coeficientes serán funciones de x, y, z, y es 
claro que deberán considerarse como constantes para cada 
punto que se elija, y distintos en valor numérico al pasar 
de un punto á otro. 

Consideremos, pues, un punto del sólido, lo que de él 
digamos, pudiéramos decir de otro cualquiera, y estudiemos 
sucesivamente las tres superficies indicadas. 






Superficie directriz, ó cuadrática directriz.—Sea, Ai (fig. 15) 
un punto cualquiera del sólido elástico. 
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Hagamos pasar por este punto M un plano cualquiera, pp; 
sea MP la tensión correspondiente á dicho plano, y NA la 
normal al mismo. 

Supongamos que por el punto M se trazan tres ejes parale- 
los á los ejes coordenados, Mx, My, Mz. 

A estos ejes vamos á referir la superficie de que se trata, 
que la definiremos del siguiente modo. 

Proyectemos la tensión MP sobre la normal al plano: 



Plgura 1S. 

dicha proyección será An, cuyo valor se obtiene proyectan- 
do sobre MA las tres componentes X, Y, Z de la tensión, 
que evidentemente formarán con la normal ángulos cuyos 
cosenos serán a, p, y. 
Tendremos, pues: 

proyección de AÍP -- Aí/z = Xa + K? + Zy = 

ó multiplicando y ordenando 

Mn --- N, a^> + N, 3-» + N,f + 2 7, ?y + 
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Y llamando Náesfa componente de la tensión, resultará, 
por último, 




Plgura 15' 



Fijemos bien las ideas. Pueden presentarse dos casos. 
En la figura 15', si descomponemos el plano pp en dos 

hojas para más claridad, una que vaya 
unida á la parte Cdel sólido, otra que 
vaya unida á la parte D, vemos que la 
parte D ejerce una tensión MP sobre la 
parte C, y que esta tensión ó esfuerzo 
es una tracción. 

MP, como se ve en la figura 15, es 
positiva, y su proyección sobre la nor- 
mal Mn, será positiva también; de modo que en la ecua- 
ción cuadrática anterior (decimos cuadrática porque es de 
segundo grado y homogénea en y., ?, y), N será una canti- 
dad esencialmente positiva. 

En cambio, en la figura 15", al proyectar sobre la normal 
al plano, el polígono de las componentes X, Y, Z, la canti- 
dad Mn resultará evidentemente nega- 
tiva; de manera que el primer miembro 
de la cuadrática M, en este caso, será 
negativo también, y vemos que repre- 
senta una compresión, es decir, que la 
parte D del sólido, trata de comprimir á 
la parte C 

En resumen; en la ecuación de la cua- 
drática, N puede resultar positiva si el 
plano está sujeto á una tracción, ó puede resultar negativa si 
está sujeto á una compresión. 

Comprendido esto, volvamos á la figura 15, en que sabe- 
mos que Mn = N. 
Tomemos sobre la normal MA una longitud 
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MA " -. , ^ , 
\/±N 

en cuyo valor tomaremos el signo + si TV es positiva y el 
signo — si es negativa, con lo cual el radical será siempre 
real, así como la longitud MA. 

Es decir, que determinamos el punto A tomando, sobre la 
normal Aí/z, la inversa de la raíz cuadrada del valor numérico 
t/e N, siempre positivo. 

Es evidente que las tres coordenadas del punto A serán: 

x = Aíi4.a; y = MA.i^; z = MA.f, 
ó bien, 

a 3 Y 

\/±N ' ^±N ' \/±N ' 

de donde 

a = x\/±N; ^=y\¡±N; y = z^±N. 

Sí substituímos estos valores de ex, ¡i, y en la ecuación de la 
cuadrática, quedará una relación entre x, y, z, que son las 
coordenadas del punto A. Y como esta construcción podrá 
aplicarse á todos los planos pp y á todas las tensiones P, 
claro es que la superficie que resulte será el lugar geomé- 
trico de todos los puntos obtenidos por la construcción indi- 
cada. 

Substituyendo estos valores de a, ,3, y, tendremos: 

N=N, {x \/±^)'-í +nA y\/±Ñy f A^3 {z \/±Ñy^ + 

ó bien , divididas por dt N, 

± 1 = N,x-^ + N,y^ + N,z^ i 2T,yz + 2T,xz + 2 T,xy, 



r 



es una ecuación de segundo grado, la cual definirá, por 

tanto, una de las superficies de segundo grado: el elip- 
soide, el hiperboloide de una hoja, el hiperboloide de dos 
hojas, los paraboloides, ó sus casos particulares. 

De todas maneras, será una superficie en que la distancia 
de cualquier punto A al origen M será igual ala inversa de 
la raíz cuadrada de la proyección de la tensión sobre la 
recta MA. considerada tal proyección como positiva. 

Hemos dicho que la cuadrática en x, y, z representa una 
superficie, y en rigor, no nos hemos expresado con exacti- 
tud. Porque en la ecuación precedente hay un doble signo, 

por lo tanto, hay dos ecuaciones: 



I = N^X' + N^y"- t NaZ-í + 2 Tyyz + 2 r^, xz -|- 2 T,xy 



\ = Af,jc' + N,f- I Ar»z' 4- 2 7"i jíz + 2 T^xz ^ 2 7, xy. 



^len 
^■feci 



y esto, por elemental que sea, y pues estas lecciones son 
¡mentales, exige que nos detengamos algunos momentos. 
Mientras la componente N de la tensión es positiva, es 
:ir, en tanto que se trata de una tracción, la ecuación pri- 
mera de las dos anteriores será la que exprese la ley que 
estamos estudiando. Y si para todas las direcciones de la 
tensión es positiva A', la primera ecuación será la única que 
deberemos tener en cuenta, y claro es que se reduce á un 
elipsoide. Asi es que, para estos casos, no habrá más que 
una superficie indicadora. 

Si constantemente afuera negativa, es decir, que alrede- 
dor del punto no hubiera más que compresiones para todos 
los planos, la segunda ecuación seria la que prevalecería, 
y para el punto en cuestión veremos más adelante, que es un 
ipsoide el que determina la ley de la tensión ó, si se quie- 
de las compresiones. 
Pero ocurre un tercer caso, á saber: que en un mismo 




punto del cuerpo, para ciertas direcciones, N sea positiva, 
y para otras negativa, y en esta hipótesis para cada punto 
hay que considerar las dos ecuaciones, que en algún modo 
vienen á completarse. Porque aplicada una sola, los puntos 
de la Superficie son reales para ciertas direcciones de la 
normal al plano, ó para ciertas direcciones de éste; mas 
para otras direcciones, los puntos serían imaginarios, y pre- 
cisamente para salvar esta dificultad hay que acudir á la 
ecuación complementaria, ó sea, á la cuadrática conjugada. 

De todas maneras, estas ecuaciones representan superfi- 
cies de segundo grado; es decir, elipsoides ó hiperboloides, 
prescindiendo del paraboloide, que puede considerarse como 
un caso particular. 

Como aquellas superficies de segundo grado, se sabe que 
tienen tres planos principales para cada punto del cuerpo, 
podemos considerar trazados estos planos. 

Ahora bien, si los tres planos coordenados del sistema se 
hubieran elegido paralelos á los planos principales del punto 
que se considera, la cuadrática en cuestión no hubiera con- 
tenido más que los cuadros de las variables; es decir, que 
la ecuación en x, y, z de la superficie hubiera sido 

±1 -- W, x' + NíJt' + VVbZ», 

y, por lo tanto, hubiera resultado 7", = O, 7, = O, Tj = 0. 

De aquí se deduce esta consecuencia importante: Para 
cualquier punto de un sólido elástico, que cumpla con las 
condiciones de continuidad establecidas, hay tres planos 
perpendiculares entre si, para los que las tensiones se redu- 
cen á fuerzas normales; es decir, á tracciones ó compresio- 
nes, pero en que no hay esfuerzos de deslizamiento, puesto 
que todas las T son iguales á cero. 

Claro es que en otro punto cualquiera sucederá lo mismo; 
pero los planos principales tendrán en general direcdones 
distintas de las anteriores. 
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Y Ájense bien mis oyentes ó mis lectores: ésta es una 
propiedad del sistema; si hemos hablado de planos coorde- 
nados, ha sido para la demostración, es decir, para probar 
que en todo punto existe la propiedad indicada. 

El teorema es éste: que en todo sólido elástico continuo hay 
tres direcciones de planos elásticos perpendiculares entre sí, 

para los cuales las componentes tan- 
genciales T son nulas. 

La discusión del problema es mucho 
más sencilla poniendo la cuadrática di- 
rectriz bajo esta última forma; y la dis- 
cusión puede hacerse fácilmente com- 
binando el signo del primer miembro 
con una combinación cualquiera de sig- 
nos para Ni, N^, N^. 

Supongamos que, para todas las direc- 
ciones del plano elástico, N es positiva; 
es decir, que en el punto no existen más que tracciones. 
La ecuación en este caso será 

i-í=NiX' + N,y^ + N,z\ 

en que ^i, N^, N^ serán cantidades positivas, y representará 
evidentemente un elipsoide, M AB C {fíg. 16). 
Sus ejes serán, desde luego. 




Pkmra le. 



MA 



-y-k- -=\/ii^ -=Vi' 



en que N^ representará la tracción normal, según el eje de 
las X, sobre la cara MBC; M, la tracción normal sobre la 
cara AMC, y N^, la tracción, normal también sobre la 
cara AMB. 

MAi distancia entre el centro y un punto cualquiera Ai del 
elipsoide, que es la recta MA de la figura 15, representará asi- 



} la relación inversa de la raíz cuadrada de la proyec- 
ción N sobre la recta A M de la tensión, que corresponde á 
un plano eiástícq perpendicular á dicha recta. 

Todos los puntos son reales, y todo el elipsoide se aplica 
á \os diversos planos que pasan por Af. Aquí no hay excep- 
ciones, ni hay que acudir á superficies conjugadas, porque N 
siempre es positiva y la ecuación es única. 

Continuemos examinando el caso en que la superficie in- 
dícatríz es un elipsoide. 

Mediante dicha superficie, que suponemos trazada, por- 
que suponemos conocidas las tres tensiones principales N,, 
Nf, W3, pueden resolverse gráficamente tos principales pro- 
blemas relativos á la determinación de tensiones. 

Por ejemplo, para cada plano elástico determinar la direc- 
ción y la intensidad de la tensión que le corresponde, y á la 
inversa: dada la dirección de una tensión, determinar su in- 
tensidad y el plano correspondiente. 



Primer problema.— Dado el plano elástico, determinar 
la tensión por unidad de superficie. Los datos analiticos son 
los siguientes: 

En primer lugar, la ecuación del elipsoide, que es 

-i 1 - N. X' -j- Af, y- + Afj z\ 

En que las N son todas positivas y x,y,z son las coorde- 
nadas de un punto de la elipsoide. 

Y en segundo lugar, las ecuaciones que determinan las 
componentes de la tensión, que hemos demostrado que eran 



A- ^ yv. a -f 7; 3 + r, Y, 
2 = r,.-i-r,p-fN,r- 



- M - 



Pero como hemos escogido para planos coordenados los 
tres planos principales correspondientes al punto que se con- 
sidera, las tensiones tangenciales serán nulas; de modo que 
tendremos: 



Tr- 



r, ^0, Ts = 0. 



Con lo cual, las tres ecuaciones anteriores se reducen á 
estas tres: 



Y ahora la construcción para resolver el problema es bien 
sencilla. 

Sea pp el plano elástico que 
se considera (fig. 17); la tensión 
por unidad que sobre él actúa, 
se determina por la siguiente 
construcción: 

Por el centro del elipsoide, se 
traza la normal MA á dicho pla- 
no elástico. 

En el punto A, en que encuen- 
tra al elipsoide, se traza asi- 
mismo el plano tangente tf. 

Y por el centro M se baja una 
perpendicular, MT, í dicho plano tt. 

Esta será la dirección de la tensión en el punto M y para 
el plano pp. 

En efecto; se sabe por Geometría analítica que la ecuación 
del plano tangente en un punto A, cuyas coordenadas sean 
Xuyi> 2|, es para dicho elipsoide, deducida de 




+ \^N¡x^ + N,y''-^N»z\ 
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la siguiente : 

siendo K una constante. 

Pero las coordenadas del punto A, puesto que la nor- 
mal NA al plano elástico forma con los ejes ángulos cuyos 
cosenos son a, {¥, y, serán proporcionales á dichos cosenos; 
es decir, 

« . P Y 

llamando /r á la relación, para abreviar. 

Y substituyendo estos valores de x^.y,, z, en la ecuación 
del plano tangente, resultará: 

También se sabe por Geometría analítica, que los cosenos 
de los ángulos que forman la normal á este plano, es decir, 
MT, según la construcción indicada, con los ejes, son pro- 
porcionales á 

A^ia, N,% N,y 

y, por lo tanto, á X, Y, Z, que son iguales, según las ecua- 
ciones fundamentales, á las cantidades precedentes. 

En suma, la tensión en M para el plano pp coincide en 
dirección con la recta MT que hemos determinado. 

En cuanto á la magnitud, fácilmente se halla. 

Según la definición del elipsoide MA = —7==-, siendo N 

yN 

la proyección de la tensión sobre MA , y como MA es co- 
nocida, se deduce N = , que se puede construir fácil- 

MA^ 

mente ó que se puede calcular. Tomando Mn = N, y tra- 
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zando por n un plano perpendicular á MA, el punto P en 
que corte á MT determinará !a magnitud MP de la tensión. 






Segundo problema. — Dada la dirección de la tensión, 
determinar el plano y la magnitud de ésta. No hay más que 
repetir la construcción anterior á la inversa. 

Dada MT, se determinará un plano // tangente al elipsoide 
y perpendicular á MT, problema conocido. 

Se unirá el punto de contacto A con el centro M, y por M 
se trazará un plano pp perpendicular á MA. Este será el 
plano de tensiones. 

Para determinar la magnitud de ésta, puesto que se co- 
noce MA , se seguirá el mismo procedimiento que acabamos 
de explicar. 



« « 



Hemos supuesto que el primer miembro es positivo, y 
que en el segundo miembro, Ni, N^, N^ son positivas tam- 
bién, con lo cual la ecuación representa un elipsoide. 

Si el primer miembro fuera negativo, la ecuación sería 
siempre de la forma 

— \^A,x^ + A,y^ + A^z\ 

puesto que hemos escogido por planos coordenados los pla- 
nos principales. 

Pero Al, A2, A^ serian negativas, porque si se hallan los 
ejes, estos serian 

V=^i V=^ M-A,' 
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y como hemos cuidado de hacer las transformaciones de 
manera, que siempre las distancias del centro á un punto del 
elipsoide sean cantidad es rea les, pues por esa razón toma- 
mos para los cálculos V± N, resulta que a, b, c deben ser 
reales, y, por lo tanto, A^, A^y A^ deben ser negativas. 

Representándolas por - N^, — Noy — N^, substituyendo 
y cambiando signos, venimos á parar al caso anterior; es 
decir, que la superficie indicatriz es un elipsoide, sólo que 
en este caso todas las tensiones son presiones en vez de ser 
tracciones. 

Cuanto hemos dicho para el primer elipsoide, puede re- 
petirse para éste. 

« 
« « 

Si N unas veces es positiva y otras veces es negativa, 
para el primer caso deberemos tomar 

~\-\=A^x^^ A,y^ + A^z^'y 

designando por A los coeficientes, que resultan al hacer la 
transformación de coordenadas, con el objeto de referir la 
superficie á sus planos principales. 
Y deberemos tomar la ecuación 

-l=.4,x'-^ I A,y^- + A:,z^' 

para todos los puntos en que N sea negativa. 

Pero todo esto tiene una representación geométrica suma- 
mente sencilla. 

Tomemos la ecuación 

+ \=A,x^' + A,y^- + A,z^ 

y admitamos todas las combinaciones posibles para los 
signos dt A^y A,jy A.^. 
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Supongamos los dos primeros positivos y el último nega- 
tivo, y representando por N cantidades esencialmente posi- 
tivas, para poner los signos en evidencia, tendremos: 

Dicha ecuación representa un hiperboloide de una hoja 
referido á sus planos principales. 

Haciendo z = O se obtiene la intersección del plano de 
las xy con el hiperboloide, que será una elipse: su ecua- 
ción tendrá la forma 

Análogamente, las intersecciones por los planos xz, yz 
serán dos hipérbolas: 

+ 1 = A^^ x2 — A^3 z\ 
+ \=N,y^-N,z\ 

que se obtienen haciendo y^=0, x = 0, en la ecuación 
general. 

Hemos representado esta superficie en la figura 18, aun- 
que sólo la parte del hiperboloide correspondiente al tiedro 
de las coordenadas positivas. 

En dicha figura se indica la elipse i4^ y las hipérbolas 
AA\BB\ 

También se ha representado la parte Mab del cono 
asintótico. 

Todas tes rectas que, partiendo de Ai, corten á este hiper- 
boloide, representarán la inversa de la raíz cuadrada de las 
componentes normales á los planos clásticos de la? tensio- 
nes, en que dicha componente N será una cantidad positiva. 
Y, por lo tanto, indicarán fuerzas de tracción y serán apli- 
cables los métodos gráficos, que hemos explicado para el 

2.* parte. 5 



elipsoide, así como todas las demostraciones desarrolladas 
en este caso. 

En cambio, una recta MF, que esté dentro del cono asin- 
tótico, no cortará al hiperboloide, y, en este caso, para 




obtener una superficie real como indicatriz, puesto que N 
seria negativa, habrfa que acudir á la segunda ecuación 

y tomando la misma combinación de signos que antes, 



oblen. 



I = — N, x* — Af,/ + Na ^' 



que representa un tiiperboloide de dos tiojas, puesto 
que z ^^ O da una elipse imaginaria. 



y además. 



= — N^x* — N, y^ 
x = 0, y=0 
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dan dos hipérbolas, 

1 = — Ni x^ + N.J z\ 

en la cuales el eje real es el de las z. 

Hemos representado en la misma figura 18 una parte de 
la hoja superior del hiperboloide, la que corresponde al 
triedro ya indicado. 

La sección por el plano x z es la hipérbola CA"\ la inter- 
sección por el plano de las y z es CB'\ 

La recta Af/% que no cortaba al hiperboloide de una hoja 
porque estaba dentro del cono asintótico, corta en G á este 
hiperboloide de dos hojas. 

El cono asintótico es el mismo, que para el hiperboloide 
de una hoja, y su ecuación será 

Las construcciones^ ya para determinar la tensión cono- 
ciendo el plano, ya para determinar el plano conociendo la 
dirección del esfuerzo, son las mismas que para el elipsoide 
y también las demostraciones que allí presentamos. 

En suma; asi como, cuando para un punto dado y alrede- 
dor del mismo, todas son tracciones ó todas son compresio- 
nes, la superficie indicatriz es un elipsoide, cuando, por el 
contrario, para ciertos planos la tensión es tracción y para 
otros es compresión, la superficie indicatriz se compone de 
dos superficies de segundo grado conjugadas, que son un 
hiperboloide de una hoja y un hiperboloide de dos hojas. 

Cada uno de ellos deja una región del espacio inútil y, por 
decirlo así, sin llenar, porque el esfuerzo resulta imaginario; 
y, esta región es precisamente la que ocupa la superficie 
conjugada. 

Por el punto Ai no puede trazarse ninguna recta que no 



encuentre á una de las dos superficies; por consiguienfe, 
todos los esfuerzos serán reates y todas las construcciones 
indicadas serán posibles. 

Cuando la recta que pasa por Af es una de las generatri- 
ces del cono asintótico, claro es que encuentra á las dos su- 
perficies en el infinito. 

Es decir, qite en la figura 15, MA será infinita. 



Pero MA ^ 



\ 



\¡ Mn s/ztN 



; luego 



MA' 00 

De donde se deduce que para todos los planos perpendi- 
culares á las generatrices del cono asintótico, la componente 
de la tensión sobre la normal á dicho plano es nula. Sobre 
dichos planos no existen más que fuerzas tangenciales. 



Los métodos gráficos que acabamos de explicar, y las 
ecuaciones que hemos establecido, se prestan á una amplía 
discusión, pero no nos detendremos en ella; en primer lugar, 
por ser sumamente sencilla, y porque en rigor más bien son 
cuestiones de Geometria anah'tica, que de Fisica matemática. 

En todos los casos, la interpretación fisica, ya de las cons- 
trucciones geométricas, ya de los resultados analíticos , no 
ofrecen ninguna dificultad. 

Claro es que los coeficientes Nj, N,, N^, en el caso gene- 
ral, serán desiguales en valor numérico; pero dos de ellos, ó 
los tres, pueden ser iguales, y esto trae consigo simplifica- 
ciones en las fórmulas y en las superficies que representan. 

Por ejemplo, consideremos el caso en que todas las ten- 
siones, alrededor del punto de que se trata, sean tracciones; 
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claro es, según hemos explicado, que la superficie indicatriz 
será una elipsoide; pues si N^ y N2 son iguales, el elipsoide 
será de revolución alrededor del eje de las z, y todos los 
planos que formen el mismo ángulo con el eje de revolución 
estarán evidentemente sometidos á tracciones iguales, y todas 
formarán un cono de revolución también alrededor del eje 
de las z. 

Todavía puede suceder que se tenga Ni= Nj = Ng , y 
entonces la ecuación se convierte en 



ó bien, 



1 = TVi X' + N.y^' + N3 ^^ 



\/n. 



2 



= X' + y^ + Z-; 



de suerte que la superficie es una esfera cuyo radio 
será — , 

En estas hipótesis, la construcción que antes explicamos 
demuestra que todas las tensiones son iguales alrededor del 
punto, y que todas son normales al plano elástico correspon- 
diente. 

Si todos los puntos del sólido gozasen de esta propiedad, 
sería un caso análogo al de los líquidos ó los gases homo- 
géneos, para los que existe el principio de igualdad de pre- 
siones ó tracciones. Pero la discusión completa de esta hipó- 
tesis exigiría un estudio especial, sobre todo para armonizar 
la actual teoría con la teoría cinética de los gases. 



* * 



No debemos olvidar, que todo lo que hemos explicado en 
esta conferencia y en la anterior se refiere á un punto; mejor 
dicho, á cada punto del sólido elástico. 
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Las ecuaciones, las construcciones geométricas, las discu- 
siones generales, son las mismas para todos los puntos del 
sólido; lo que hemos dicho para uno, pudiéramos decir para 
otro cualquiera: el punto que hemos escogido no es un 
punto particular, es un punto general. 

Pero los resultados numéricos ó las magnitudes geomé- 
tricas varían de un punto á otro. 

Queremos decir que, por ejemplo, la ecuación 

no será la misma para los diferentes puntos del sistema. Al 
pasar de un punto á otro, si para el primero la superficie 
indicatriz era un elipsoide, aun suponiendo que para el 
segundo sea un elipsoide también , los coeficientes tendrán 
distinto valor numérico; de suerte que los ejes del segundo 
elipsoide tendrán distinta magnitud que los del primero, 
será, por ejemplo, la ecuación de dicha superficie, 

+ 1 = TV'i x2 + N\_ y« + N's z\ 

Más aún; los nuevos ejes no serán paralelos á los ante- 
riores. 

De manera que si los planos coordenados quedan fijos de 
dirección y la ecuación del primer elipsoide era 

la del segundo será, en general, 

Todo lo cual es natural, porque los coeficientes Ny Tson 
funciones de x„, }'.,, -2',,, y, por lo tanto, varían de un punto 
á otro, siendo x„, ;v, z^ las coordenadas del punto que se 
considera. 






Más aún; tal pudiera ser la distribución de las fuerzas 
exteriores que actuasen sobre el sólido elástico, que para 
unos puntos la superficie indicatriz fuera un elipsoide de 
presiones; para otro punto, otro elipsoide de tracciones, y 
para otro, según lienujs explicado, el conjunto de dos super- 
ficies de segundo grado: un hiperboloide de una hoja y un 
hiperboloide de dos liojas, conjugados. 

Todo esto es evidente: no hay más que fijarse en que las 
Ny 7" son funciones de x^, y^, Zq-, es decir, de las coorde- 
nadas del punto que se considera, y que, al pasar de un 
punto á otro, ó sea, al cambiar de valor estas coordena- 
das, tas Ny las T, no sólo cambiarán de valor en general, 
sino que pueden cambiar también de signo, con lo cual se 
pasa de una superficie de segundo grado á otra de distinta 
naturaleza, por ejemplo, de un elipsoide á un hiperboloide. 
Una discusión completa de todos estos casos seria intere- 
sante, pero no tiene cabida en un estudio elemental de esta 
materia. 

Así como, sólo por tratarse de un estudio elemental, por- 
que debe entenderse que me dirijo á principiantes, puede 
disculparse el que entre en ciertos pormenores. 

Hemos explicado en esta conferencia la llamada cuadrática 
indicatriz y las superficies que la representan; pero esta re- 
presentación analítica ó geométrica de la distribución de las 
tensiones alrededor de cada punto, no es única, y en la con- 
ferencia próxima explicaremos otros sistemas de represen- 
tación, que tienen importancia y que quizás son más senci- 
llos, que el que hemos explicado hasta aquí; el cual pudiera 
parecer algo artificioso, porque lo es, en cierto modo, el que 
sobre cada radio vector se lome la relación inversa de la 
raíz cuadrada de la proyección sobre dicha recta, de la tensión 
correspondiente al plano normal á aquélla. 

No lo es, sin embargo, como explicaremos en la confe- 
rencia próxima, aunque la cuestión es de escasa impor- 
tancia. 




Señores: 



Al empezar la exposición de la teuria de la Elasticidad 
por el método de Lame y sus análogos, dijimos que se 
partia ó se podía partir en este método de dos hechos expe- 
rimentales. 

Primero: del concepto de tensión para cada punto y para 
cada dirección de un plano, que pasase por dicho punto. 

Segundo: de la existencia de una relación necesaria entre 
las deformaciones y los esfuerzos interiores, 

Claro es que ambos principios pueden deducirse de dife- 
rentes hipótesis sobre la constitución de los cuerpos elásti- 
cos, y asi lo liicimos en el curso anterior al completar la 
leoria de Cauchy; pero también pueden considerarse dichos 
principios como resultados puramente experimentales, y 
esto fué lo que hicimos nosotros de preferencia. 

Sentados estos dos principios, ó estos dos hechos, anun- 
ciamos que habíamos de estudiar uno y otro en las confe- 
rencias sucesivas. 

Y empezamos et estudio de las tensiones alrededor de un 
punto cualquiera. 

Claro es, que como alrededor de cada punto se pueden 
trazar infinitas rectas, tendremos infinitas tensiones, cada 
una de ellas correspondiente á un plano, y respecto á éste, 
en general, S2rá oblicua la tensión de que se trata, y ten- 
dremos alrededor de ese punto infinitos planos con infinitas 
orientaciones. 

Dichas tensiones pueden referirse á un área infinitamente 
pequeña de los planos que les corresponden, y dividiendo 
cada tensión por su área, y pasando al limite, hallaremos las 
tensiones por unidad de superficie. 



* 



I 
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Y planteábamos este problema: ¿son arbitrarias todas las 
tensiones alrededor de un punto? 

O dicho con más exactitud: ¿trazando alrededor de un 
punto tensiones arbitrarias, podremos imaginar un cuerpo 
sólido y un sistema de fuerzas, que correspondan á esta dis- 
tribución arbitraria de tensiones? 

Contestamos negativamente: admitiendo la continuidad 
en el sólido, las tensiones no pueden ser arbitrarías. 

Hay seis cantidades para cada punto, que llamábamos 
N|, N-., N-,; r,, T¡, 7"j, de las cuales dependen todas las 
demás tensiones. 

Y demostrábamos este importante teorema, fundándonos 
en que, cualquier poliedro infinitamente pequeño, que contu- 
viese al punto en cuestión, debería estar en equilibrío bajo 
la acción de las tensiones que actuasen sobre sus diferentes 
caras. 

Sentado tal principio, para desarrollarío, buscábamos el 
equilibrío de un paralelepípedo y de un tetraedro, definidos 
convenientemente, y llegábamos por fin á una determina- 
ción analítica y á una representación geométrica de la distri- 
bución de esfuerzos alrededor de cada punto. 

El resultado más importante era ¿sfe: que para cada pun- 
to de un sólido elástico existen tres planos perpendiculares 
entre sí, á que se da el nombre de planos principales, y que 
si se consideran como planos elásticos, la tensión que sobre 
cada uno de ellos actúa es normal á dicho plano. 

O de otro modo: las tres intersecciones de estos fres pla- 
nos forman fres ejes, y cada uno determina la dirección de 
la tensión, que corresponde al plano de los otros dos. 

Para estos tres planos no hay, pues, fuerzas tangenciales; 
es decir, esfuerzos que actúen sobre dichos planos, tendien- 
do á producir deslizamientos. 

Para los tres planos en cuestión no íiay más que com- 
prensiones ó tracciones. 

Advirtiendo, como adveriíamos, que para cada punto del 
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cuerpo, la dirección de estos planos principales es, en gene- 
ral, distinta. 

* * 



Dijimos al terminar la conferencia anterior, de la cual 
acabamos de dar un breve resumen, que la representación 
gráfica de la distribución de tensiones, que habíamos dado, 
por superficies de segundo grado, y asimismo la cuadrática 
indicatriz, no eran únicas; y que en esta conferencia expon- 
dríamos brevemente otros sistemas de representación geo- 
métrica y analítica. 

Las ecuaciones generales que determinan para cada punto 
las componentes de la tensión correspondientes á cualquier 
plano que pase por dicho punto, y á que hemos dado, para 
abreviar, el nombre de plano elástico, son las siguientes: 

Y=T,a-]-N,p + Ta. 

en las que las N y las T son componentes de tensiones so- 
bre planos paralelos á los coordenados, y pasando por el 
punto; y a, [i, y son los cosenos directores de la normal al 
plano elástico correspondiente á la tensión, cuyas compo- 
nentes son X, y, Z. 

Todo esto, para fijar las ideas, lo hemos representado en 
la figura 19. 

x\ y, z son los ejes á que está referido el cuerpo. 

Ai, el punto de éste que se considera; x, y, z, los ejes que 
pasan por M paralelamente á x', y, z, 

pp, un plano cualquiera pasando por el punto Af. 

Mn, la normal á este plano, definida por los tres cose- 
nos a, ?, y. 
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M P, la tensión correspondiente al mismo plano p p« 

Y, por fin, X, Y, Z, las tres componentes de la tensión P. 

Dichas tres componentes están expresadas por las tres 
ecuaciones anteriores, en función de las seis cantidades N, T, 
que son constantes para cada punto, y que, en cierto modo, 
lo caracterizan; y además, en función de «, i^, y que definen 
la orientación del plano p p. 

De suerte, que dado un plano cualquiera, podremos de- 




Flgura 10. 



terminar por las tres ecuaciones anteriores la tensión que 
sobre él actúa por unidad de superficie , y para obtener el 
esfuerzo sobre un área sumamente pequeña, no habría más 
que multiplicar por dicha área la fuerza por unidad. 

El resultado será la fuerza que actúa sobre el área expre- 
sada y que tiende á romper el cuerpo por presión, tracción ó 
deslizamiento. 

Todo esto es perfectamente claro, y ruego que se me 
dispense, si insisto sobre cosas, que parecen elementales y 
que lo son en efecto. 

De todo el estudio que hicimos en la conferencia anterior, 
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hemos de aprovechar en ésta un resultado importante de 
aquélla. 

De él podíamos prescindir y empezar de nuevo exponien- 
do otros métodos de otros autores; pero como son proble- 
mas de Geometría analítica, más bien que de Física mate- 
mática, procuraremos seguir el camino más corto para llegar 
al resultado. 

Y el de la conferencia anterior, que vamos á utilizar en 
ésta, es el siguiente: 

En cada punto de un sólido elástico existen tres planos 
principales rectangulares entre sí, y para los cuales las ten- 
siones respectivas son normales á los mismos. 

De modo que de las seis constantes N, T no quedan más 
que tres, N^, N^, N^, y las otras. Ti, T^, T^, son nulas para 
este sistema de planos coordenados^ 

Según esto, haciendo 

ri = o, 7', = 0, 7-8 = 0, 

en tos valores generales de tas componentes de la tensión, 

X = N,a-\-T,¡i+T,y, 

se reducirán estas ecuaciones á 

Tales valores en que la X, Y, Z resultan proporcionales 
á los cosenos directores de la normal á cualquier plano elás- 
tico, nos dan el medio de construir una superficie represen- 
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tativa de la intensidad de ia tensión para sus diferentes di- 
recciones. 

En efecto; sea M (fig. 20) un punto cualquiera del cuerpo, 
y sean x My,y M z, z M xlos tres planos principales co- 
rrespondientes al punto Ai, los cuales tomaremos como pla- 
nos coordenados para estudiar las tensiones alrededor del 
punto Ai. 

Sea Af ría dirección de la tensión, y tomemos una longi- 
tud, M T, que represente dicha tensión. 




Figura 20. 

El punto M tendrá tres coordenadas, N P, PQ, MQ, que 
serán precisamente las tres componentes X, Y, Z de dicha 
tensión. 

Si hacemos esto mismo para todas las tensiones alrede- 
dor del punto M, el lugar geométrico de los puntos T será 
una superficie, que se demuestra inmediatamente que es un 
elipsoide. 

En efecto; entre los tres cosenos «, P, y existe la relación 



a' + PH-f = 1; 
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y substituyendo por a, i^, y sus valores 

X ^ Y Z 

deducidos de las ecuaciones anteriores, tendremos la ecua- 
ción 

va ya Ti 



Ni« ^2» N^^ 

que será la ecuación de la superficie y que es, en efecto, la 
ecuación de un elipsoide referido á sus ejes. 

Si llamamos, como siempre, x, y, z las coordenadas de un 
punto del elipsoide, cantidades que son iguales á X, Y, Z, 
tendremos, para la ecuación de la superficie. 



Ni« M- A^s' 

A este elipsoide se le da el nombre de elipsoide de ten- 
siones; porque, en efecto, si por el punto M se traza un haz 
de rectas, el elipsoide cortará en todas ellas longitudes, que 
representarán las tensiones correspondientes á cada una de 
estas direcciones. 

Dicha representación es más sencilla, que la que explicába- 
mos en la última conferencia. Cada vector da la tensión que 
le corresponde; pero, en cambio, no determina el plano elás- 
tico á que dicha tensión se refiere. 

MT, en la figura 20, es una tensión; pero ¿cuál es el plano 
á que se aplica? La figura no lo dice, y el problema de las 
tensiones está representado de una manera incompleta. 

Sin embargo, Lame y los autores que adoptan este siste- 
ma, completan la precedente representación por medio de 
otra superficie de segundo grado. 

Pudiéramos seguir un método general para determinarla; 
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mas preferimos dar desde luego su ecuación y demostrar 
sintéticamente la construcción geométrica aplicable á la de- 
terminación de cada plano elástico. 
Sea la ecuación de segundo grado 

X* y* z' __^ . 
/^, "*" Afj "*" A^a ~~ ' 



que podrá ser un elipsoide, un hiperboloide de una hoja ó 




un hiperboldde de dos hojas, referidos todos ellos á sus 
- planos principales. 

Y vamos á demostrar que, asi como los vectores ó lineas 
radiales del primer elipsoide determinan las tensiones, los 
planos tangentes de esta segunda superficie determinan los 
planos elásticos. 

Sea, figura 21, i45C el elipsoide de tensiones cuya ecua- 
ción bemos dicho que es 
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advirtiendo que no hemos representado, para no complicar 
la figura, más que la parte del elipsoide comprendido en el 
primer ángulo triedro. 

Supongamos, para fijar las ideas, que la superficie, cuya 
ecuación es 

— + -^4-— = 1 

A^l ^2 ^8 

representa también un elipsoide, es decir, que Ni, TVg, N^ 
son cantidades positivas. Lo que digamos para este caso, 
pudiéramos decir para cualquiera otra combinación de signos, 
recordando además lo expuesto en la conferencia precedente 
á este propósito. 

Sean, pues, en la figura 21, 

ABC qI elipsoide, cuya ecuación es 



N,^ N^^ TV»» 



y abe el elipsoide definido por 

y2 V* 2r2 



N, N, N, 

con estas dos superficies, el problema de las tensiones ó, me- 
jor dicho, los dos problemas principales quedan resueltos 
inmediatamente. 

Primer problema.— Dada la dirección de la tensión MS, 
determinar su magnitud y el plano á que corresponde. 

Si MS corta al primer elipsoide en T, y al segundo en /, 
trazando el plano tangente en /, que representaremos por ss, 
al elipsoide abc^ la longitud de la tensión será MT, y la 
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dirección del plano elástico á que corresponde será ss. Bas- 
tará trazar por M un plano, //, paralelo á ss, para tener el 
plano elástico á que corresponde la tensión Ai 7. 

En efecto, la ecuación del plano tangente al elipsoide abe, 
en un punto cuyas coordenadas sean x^, y^, Zi, se sabe 
que es 



N, N, N, 

Pero las coordenadas del punto /, que son las que hemos 
llamado x^, yi, z^, son proporcionales á las coordenadas del 
punto 7, porque M, t y T están en línea recta; y además, 
las coordenadas del punto T sabemos que son X, Y, Z, ó 
bien sus valores N^ o, N^ p, Ng y; luego 

Xi yi _ z^ 



si á esta relación la llamamos k, tendremos: 

Xi = k.Nia, yi = k.No^, Zi=zk.Nsy; 

y substituyendo en la ecuación del plano tangente, y divi- 
diendo por k, y simplificando, 

k.Niax , k .N^^y , k .N^yz _ 
A^i A^2 N, "" ' 

es decir, 

^x + ?y + yz= — ; 

k 



pero se sabe, por Geometría analítica, que este plano tiene 
por perpendicular una recta cuyos cosenos directores son 
a, P, y. Luego su normal es paralela á la normal del plano 
elástico correspondiente á Af r. 
Así, pues, 55 es paralelo al plano elástico, y trazando 



por Af el plano // paralelo á ss, éste será el plano elástico 
correspondiente á la tensión M T. 

Segundo problema. - Dada la dirección del plano elás- 
tico, hallar la dirección y magnitud de la tensión corres- 
pondiente. 

Según lo que acabamos de explicar, la construcción 
será ésta: 

Si // es el plano elástico dado, se trazará un plano ss tan- 
gente al segundo elipsoide y paralelo al plano dado. 

Se unirá el punto de conlacto / con el punto Af y se bus- 
cará la intersección de la recta Mt con el primer elipsoide. 

Si este punto es T, tendremos que MT será la magnitud 
de la tensión que corresponda al plano dado. 



Pudiéramos, como en el primer sistema de representación, 
examinar una multitud de casos particulares: 

Que el segundo elipsoide se convierta en' el conjunto de 
dos superficies, á saber, un hiperboloide de una hoja y un 
hiperboloide de dos hojas. 

Que el elipsoide de tensiones sea de revolución. 

Que se convierta en una estera. 

Que los ejes de la segunda superficie sean los tres igua- 
les en magnitud, ó que las superficies sean de revolución. 

Que se trate de buscar las tensiones cuando coinciden con 
las generatrices del cono asintótico las normales á los pla- 
nos elásticos. 

Todos éstos son casos que no ofrecen dificultad de nin- 
gún género, y en los que, por lo tanto, no insistiremos. 



Si para un sistema de ejes se han determinado en cada 
punto las seis constantes Ni, M, Ns, Ti, 7^, Tg, fácilmente 
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se obtienen estas constantes para otro sistema cualquiera de 
ejes coordenados. 

Es un problema elemental de Analítica. 

Supongamos que á los ejes x, y, z se quiere substituir 
otros ejes x*, y', z\ que constituyan un sistema también rec- 
tangular; pues no habrá más que aplicar las fórmulas de 
transformación de coordenadas, que serán 

• ' x = a^x: + a^y -\-%z\ 

en cuyas fórmulas a^yO^.a^ son los cosenos de los ángulos 
que forman con el eje antiguo de las x los tres ejes nuevos 
x\ y\ z\ 

Pi> !^2i i^3> son, asimismo, los cosenos de los ángulos que 
forman con y los ejes x\ y\ z\ 

Yi» Ya* Ts» 'os cosenos de los ángulos que forman con z, 
siempre los tres nuevos ejes x\ y\ ¿. 

Conviene recordar que las a, ^, y satisfacen á seis ecua- 
ciones, que son elementales en Analítica. 

La nueva ecuación de la superñcie indicatriz, en el primer 
sistema de los dos que hemos empleado, y que era 

tomará otra forma, que se obtendrá evidentemente substitu- 
yendo por X, y , z sus valores en función de las nuevas coor- 
denadas, y tendremos, por lo tanto, para la ecuación en 
x\ y'f z' de la nueva superficie indicatriz, 

+ N»(riX'H-Y2/+Y3^T 

+ 27i(?iX' + P3/ + P3^')(Yi^' + Y2/ + Y30 

+2T,(aiX' + «2/ + «3-^')(Yi^ + Y2/+Y3^') 
+ 2 r«(aiX'+ a,/ + a,¿) {\x' + %y + P^z'), 



y desarrollando y ordenando por relación á /, / x' ten- 
dremos : 

± 1 = [N,a\ + A/,?», + N,y\ -\-2T,^,y +, 
+ [Ni«S + N,?% + NaT», + 2 ri?,y, + 

+ [Nia\ + iV,p»3 + N,f, + 2 7ip3Y8 + 
+ 2raa,Y3 + 278a3p,]z'«, 

^- 2 [^,0,03 + A/,?j?3 + ATjYíTs + 7\(P,Y8 + PsY») -l" 
+ 7;(y2«s + ««sTs) + T^íaj?» + Pa<*8)] y'^'» 

+ 2 [Niajo, + A/,?i?3 + N3Y1Y8 4- nOsYi + PiY«) + 
+ 7;(aiY8 + Yi«8) + 7;(a«?i + Pb«»)] ^''^'.. 

+ 2 [Ni ai Os, + N,M, -\ MYiYs + T'iíPiY» + PaY») + 
+ n(YiS + Ya«i) + T,(a^% + o^Pi)] x'/. 

Si partiendo de los ejes x', y', z', hubiéramos obtenido 
directamente la ecuación de la superficie indicatriz, hubiéra- 
mos hallado, representando por N' y T, los nuevos coefi- 
cientes: 

±\=N\ x'a + N\y'^ -f- N\z'^ + 2 F,// + 

+ 2r,xV + 27'3xy, 

de modo que, identificando esta última ecuación con la pre- 
cedente, tendremos para N', T', los valores: 

N\ = N,a\ H- N,^\ + N,f, + 2 7iP,Yi -\- 
-f-27jYi«i + 27301^1, 

+ 27aYj«s + 2r3a,?j, ; 

N\ = N,a\ + N^^\ + A^3Y% + 2 7,|Í3Y8 -^- 






Vemos, por lo tanto, que si por algún medio, que será 
naturalmente el de la resolución del problema de la Elastici- 
dad, se conocen los valores de \a.s N y T para cualquier 
punto, es decir, para todos ellos en función de x, y, z, cuan- 
do el cuerpo está referido á un sistema de ejes, se podrán 
conocer desde luego los valores de N, Tpara otros sistemas 
de ejes cualesquiera, con sólo aplicar las fórmulas anterio- 
res, que dan las N' , T en función de las N, T y de los 
cosenos que definen la posición de los nuevos ejes con rela- 
ción á los antiguos. 

Y volvemos á repetir lo que dijimos anteriormente; todo 
lo dicho no constituye la solución del problema general: 
determinación de tas tensiones, sino que reduce, por decirlo 
de este modo, la determinación de todas ellas á la determi- 
nación de las seis constantes N y T. Hemos reducido el nú- 
mero de incógnitas, y hemos hallado la ley de distribución 
alrededor de cada punto, pero nada más. 

Luego será preciso resolver el problema de la Elasticidad, 
determinando, por los métodos que expondremos, las seis 
constantes expresadas. 



Terminaremos e! estudio de las tensiones explicando un 
teorema muy notable, que traen todos los autores, que por 
otra parte es sumamente sencillo, y que pudiera utilizarse en 



algún caso, á saber : la igualdad de las componentes norma- 
les recíprocas. 

Sean (fig. 22) P, P^ dos planos elásticos, es decir, dos 
planos ideales, trazados en el interior del cuerpo y sujetos á 
las acciones elásticas, que pasen por un punto Af. 

Sea Mn la normal al plano P, y Míii la normal al pla- 
no Pi. 

Sean, por último, Airia tensión correspondiente al plano 
P; y Af Ti la tensión que corresponde al plano P^. 




Figura 22. 

El teorema consiste en lo siguiente : 

Si cada tensión se proyecta sobre la normal correspon- 
diente al otro plano, las dos proyecciones serán iguales. 

Así : proyectando M T sobre Mn i , tendremos MN, y pro- 
yectando MTi sobre Mn, tendremos AfA^i. 

Y vamos á demostrar que MN = MN^. 

La demostración es sumamente sencilla: las tres compo- 
nentes de r sabemos que son, 

Y=T,a-\-N,?+ r,Y, 
Z = T,a + T.ri + N,y. 

Luego no hay más que proyectar el polígono formado por 
X, Y, Z sobre la normal Mn ^ , que forma con los ejes ángu- 
los cuyos cosenos designaremos por «j, ¡5^, y^. 
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Tendremos, pues: 
ó bien 

MN=(N,a + 73? + T,y) a, + (^a + MP + T,y)?, + 

ó desarrollando 

S¡ del mismo modo proyectásemos MT^y ó sean sus com- 
ponentes Xi, Yi, Zi, sobre Mn, cuyos cosenos directores 
son a, p. Y, con lo cual obtendríamos Af TV^ , se hallaría exac- 
tamente la misma expresión. 

Pero este cálculo es inútil, porque el valor de MN es 
simétrico respecto á los dos grupos «, ?, y; «i, Pi, Yi> Y ^^í 
se ve que, invirtiendo a y «j, y al mismo tiempo ? y ?i, así 
como Y y Yi , la expresión permanece invariable. 

Con lo cual el teorema queda demostrado. 

Y con esto damos por terminado el estudio de las ten- 
siones. 

Pasemos al de las deformaciones de los cuerpos elásticos, 
y éste será el objeto de la próxima conferencia. 

Lo que de ésta nos queda, lo dedicaremos á recordar al- 
gunas ideas de Mecánica racional, que son elementales, pero 
que no está demás que mis oyentes recuerden, porque de 
ellas hemos de hacer uso frecuentemente en lo que sigue. 

Diremos, pues, algo sobre la 

Composición de rotaciones Infinitamente pequeñas. 

Se sabe, por Mecánica racional, que, cuando á un sistema 
de puntos se le dan movimientos infinitamente pequeños si- 



niultáneos, la posición final del sistema es la misma, que si 
todos estos movimientos se hubiesen dado á partir de la po- 
sición inicial, sumándolos después todos ellos; entendiendo 
la palabra suma en el sentido que ya se sabe, por ejemplo: 
sumando materialmente sobre cada eje las proyecciones de 
los desplazamientos parciales ó formando en el espacio pa- 
ralelogramos iguales al paralelogramo de las fuerzas. 

A este teorema se le da el nombre de superposición de mo- 
vimientos infinitamente pequeños. 

En el fondo, es lo mismo, que cuando en una función de 
diversas variables, x, y, z, se dan incrementos infinitamente 
pequeños á las variables independientes, dx, dy, dz, á partir 
de los valores iniciales. Representando por Adx, Bdy, Cdz 
estos incrementos parciales, se obtiene el incremento total 
sumándolos todos ellos; de modo que, 

incremento total =Aáx + Bdy -\- Cdz. 

El resultado sólo diferirá del verdadero en infinitamente 
pequeños de orden superior. 




Pues estos principios vamos á aplicar á la composición de 
rotaciones. 

Sea .4 (fig. 23) un punto de un sólido. 

Supongamos que á este sólido se le comunica un movi- 
miento de rotación infinitamente pequeño alrededor del eje 



AB, y otro movimiento de rotación simultáneo alrededor de 
ABi, infinitamente pequeño también. 

Por lo que hemos dicho antes, en vez de ser simultáneas 
las dos rotaciones, podemos suponer que son sucesivas, su- 
perponiendo los resultados. 

Recuérdese, además, que la rotación alrededor de un eje 
se define por el arco que describe cualquier panto que dista 
del eje la unidad; y agreguemos que toda rotación estará 
definida por lo que en las últimas conferencias del curso 
precedente llamábamos un vector. 

Es decir: la rotación alrededor de -4 fí se definirá (razando 
ABy tomando sobre esta recta una longitud igual al valor 
de la rotación. 

Supongamos que es esta misma longitud AB, que debe- 
mos considerarla como infinitamente pequeña, puesto que la 
rotación lo es. 

También se puede tomar cantidades proporcionales para 
todas las rotaciones. 

Por ejemplo: AB puede tener por valor tw, siendo w una 
cantidad finita, y para obtener la verdadera rotación infinita- 
mente peqtieña, habrá que multiplicar .4 3 por un infinita- 
mente pequeño fijo, que llamaremos dt. 

En algunos problemas podrá ser el tiempo infinitamente 
pequeño de la rotación instantánea. 

Del mismo modo la rotación alrededor de AB¡ tendrá por 
valor el producto de >4ñi por dt. 

En suma: 

rotación alrededor de AB i^dt, 

rotación alrededor de ABy ia¡dí. 

Y ambas rotaciones están simbolizadas por las dos rectas 

4B=a> 4fi,=u,,. 



Claro es que cualquier punto que diste áe AB la unidad, 
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describirá el arco infinitamente pequeño mdt en la primera 
rotación; y cualquier punto que diste la unidad de A B¡ des- 
cribirá otro arco infinitamente pequeño, Wirf/. 

En cuanto al sentido de las rotaciones, puede elegirse ar- 
bitrariamente, pero ha de ser siempre el mismo para todas 
ellas. 

Por ejemplo, de derecha á izquierda, pan un observador 
que tuviera los pies en j4 y el cuerpo en la ilireccíón del vec- 
tor AB. 

Comprendido todo esto, que no es más que recordar lo 
que de seguro saben mis oyentes, diremos: 

Que las dos rotaciones AB y AB^ equivalen con infinita- 
mente pequeños de orden superior, á una rotación infinita- 
mente pequeña alrededor de A C, diagonal del paralelogramo 
formado por AB. AB,. 

Es decir, que AC, llamándola ü, representará ei vector de 
la rotación resultante y única equivalente á las otras dos, y 
el cuerpo efectuará una rotación infinitamente pequeña, que 
consistirá en que el punto que dista la unidad del eje A C 
describirá un arco infinitamente pequeño, Q dt. 

Esto es lo que se llama la composición de rotaciones infi- 
nitamente pequeñas, que pasan por un punto. 

Y como lo que hemos dictio para dos rotaciones pudiéra- 
mos decirlo para un número cualquiera, resulta que diversas 
rotaciones infinitamente pequeñas alrededor de un punto, 
equivalen á una rotación única, cuyo eje ó vector se obtiene 
componiendo por la regla del paralelogramo de las fuerzas 
todos los ejes ó vectores componentes. 

La demostración es también elemental; vamos, sin embar- 
go, á recordarla, reduciéndola á su forma más sencilla. 

Y claro es que basta demostrar el teorema para dos rota- 
ciones. 

Para ello recordaremos un teorema elemental de Geome- 
tría. 
Si desde el punto M (fig. 23), que para fijar las ideas, su- 



* 
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ponemos que está fuera del ángulo BAB^, trazamos rectas 
Aíi4, MB, MBi, MC, formaremos tres triángulos , que ten- 
drán por vértice Ai y por bases los lados AB, AB^ylsí dia- 
gonal i4Cdel paralelogramo, y el teorema consiste en que el 
área del triángulo que corresponde á la diagonal es igual á la 
suma de las áreas de los que corresponden á los dos lados; 
es decio 

área MAC = área MAB+ área MA B^. 

En efecto; el área del triángulo MAB es, representando 
por Mp la perpendicular á la base : 

área MAB = ^, 

2 

y suponiendo que Atp corte en d al lado B^ C 

¿^^^^j^jj^Q^ ABxAíp ^ AB(Md-\-dp) ABxMd ABxdp 

2 2 2 2' 



Pero 

ABxMd B^CxMd 



= áreaAffíiC 



2 2 

fl^2<^ = áreaA«Cfí^^área>lfí.C. 
2 2 

De donde resulta: 

área MAB = área MB^ C + área i4 fíj C 

y 

área Afi4B+área Aíi4fli=área AífiíC+área AB^ C+MAB^. 

Pero éstos tres triángulos forman precisamente el triángu- 
lo MA C; luego 

área MAB-\- área MA By = área MA C, 
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y siendo Mp, Atpi, Mq las tres perpendiculares á las lí- 
neas ABi ABi, AC, tendremos: 

ABxAíp . ABiXAtp^ ^ ACxMq 
2 2 " 2 

ó bien 

i4 fí X Aíp + i4 fl 1 X Af p 1 = i4 C X Af flr. 

Recordando que se llama momento de un vector respecto 
á un punto, el producto del vector por la perpendicular ba- 
jada sobre él desde dicho punto, podremos decir, que la ecua- 
ción anterior nos demuestra: que en un paralelogramo de vec- 
tores MB, MBi, para un punto cualquiera, que esté en el 
plano de ambos y fuera del ángulo, el momento de la resul- 
tante es igual á la suma de los momentos de las compo- 
nentes. 

Si el punto, estando en el plano, se hallase dentro del án- 
gulo, entonces el momento de la resultante seria^ numéríca- 




rigura 24. 

mente, igual á la diferencia de los momentos de las compo- 
nentes. 

Y pasemos ya á la composición de rotaciones. 

Sean (fig. 24, que supondremos en perspectiva), AB, AB^ 
los vectores de dos rotaciones infinitamente pequeñas, aun- 
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que hayamos exagerado ambas longitudes para claridad de 
la figura. 

Y sea j4 C ia resultante del paralelogramo. 

Cuando un cuerpo sólido gira alrededor de un eje, al cual 

suponemos que está invariablemente unido, basta para fijar 

la nueva posición del cuerpo, determinar la de uno de sus 

puntos; y para simplificar el problema, escogeremos un punto 

^^L M en el plano del paralelogramo, y á este punto le somete- 

^H remos á las dos rotaciones '>4 6 = tity AB^ = ul^. 

^" Prescindimos aquí del factor infinitamente pequeño dt, que 

suponemos comprendido en w y ui,. 

Haciendo girar el cuerpo alrededor de A B, el punto M, 
cuya perpendicular sobre AB representaremos por p, tra- 
zará un arco infinitamente pequeño, Mm, que se confundirá 
con una recta infinitamente pequeña perpendicular al plano 
del paralelogramo. 

La longitud de dicha recta Mm será igual al producto del 
ángulo de rotación u por ta perpendicular Aíp = p. De 
suerte que tendremos 

Í' Mm^tap. 

i Asimismo, la rotación alrededor de ABi estará presen- 
;liula, partiendo siempre de la posición inicial, por la recta 
infinitamente pequeña Alm,, cuyo valor será, representando 
la perpendicular Af/i, ^ AB, por p, , 



Mm, ■■ 



Ambas rotaciones, para el punto M, parten de la posición 
inicial de éste y se superponen; de modo que lomando 
= Mm, tendremos 



Mn = p (O 4- p, uj. 



Pero si al punto M le damos una rotación alrededor de 
t C igual áAC.q, siendo q la perpendicular á AC ^zada 




desde M, el punto Af, por esta rotación única, vendrá á la 
misma posición que antes; porque en virtud del lema que 
hemos demostrado, 



Mn = 



i^p-í-i^,Pi=AB.p + AB,.p,^ 



es igual á 



AC.q. 



En efecto; según el lema i<>p -\-<a¡pi = AC.q, 

De manera, que las dos rotaciones infinitamente peque- 
ñas alrededor de AB y AB¡ traen al punto ^ á la misma 
posición que la rotación única A C. 

Como lo mismo podemos decir de otros dos puntos cua- 
lesquiera del plano del paralelogramo (uno de los cuales 
pudiera ser A), resulta por fin que el plano del paralelo- 
gramo, y por consiguiente el cuerpo á que va unido, viene 
á parar á la misma posición por las dos rotaciones u y to, 
simultáneas ó consecutivas, que por la rotación única ü ^ C 
que representa la diagonal del paralelogramo. 

De aquí resulta, que las rotaciones ínFinitamenfe peque- 
ilas alrededor de ejes que pasan por un punto, se componen 
y descomponen del mismo modo que las fuerzas. 

Por lo tanto, refiriendo la rotación alrededor de un eje 
cualquiera, que pasa por el origen O (fig. 25), á los tres ejes 
coordenados x,y,z, podrá descomponerse en tres rotacio- 
nes, p,Q.''t alrededor de dichos ejes coordenados. 

Esto nos permite resolver el siguiente problema, del cual 
hemos de hacer aplicación en la conferencia próxima. 

Se da un eje cualquiera, J, que no está representado en 
la figura 25, pero cuyas componentes son, según tos 
ejes, p,q,r. 

Se da un punto, M, perteneciente á un sóHdo ó á un 
sistema. 
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E ste punto Af tiene una rotación infinitamente pequeña, /, 
alrededor de dicho eje, y es claro, que si x.y^z representan 
las coordenadas de Af , al terminar la rotación, estas coorde- 
nadas habrán variado; y se desea conocer dichas varia- 
ciones. 

En suma, se trata de hallar la variación de las coordena- 
das de un punto, por virtud de una rotación infinitamente 
pequeña alrededor de un eje que pase por el origen. 

Todo está reducido á conocer la posición final del punto 




Figura VS, 



M por virtud de la rotación / y á proyectar este punto sobre 
los ejes. 

Pero en virtud de lo que demostramos antes, tanto da de- 
terminar la posición final del punto Af por la rotación / como 
por las tres rotaciones p, 9, r, efectuadas á partir de la posi- 
ción inicial Af. 

Estudiemos estas tres rotaciones. 

Empecemos por determinar la variación de x por virtud de 
las tres rotaciones p^q^r. 



La rotación alrededor del eje de las x, como se efectúa en 
un plano perpendicular á éste, no alterará el valor de x. 

En la figura 25, Ai se proyecta en a sobre el eje de las x, 
antes y después del giro alrededor de dicho eje. 

Apliquemos la rotación alrededor del eje de la y. Lo mis- 
mo da estudiar la rotación q del punto Af alrededor del eje 
de las y, que la de su proyección Q sobre el plano de las xz 
alrededor de O. 

Q describirá alrededor de O un arco QQ', infinitamente 
pequeño y de derecha á izquierda, si suponemos que éste es 
el sentido directo de las rotaciones. 

La longitud Q Q' será igual á la rotación g por el radio OQ, 
de suerte que 

QQ'=OQ.g. 

Y tendremos que proyectarla sobre el eje de las x para 
ver la variación que experimenta Oa = x. 

El ángulo que forma QQ' con el eje de las x es el misino 
que el que forma OQ con el eje de las z, es decir, OQa. 

De suerte que siendo b' la proyección de Q' sobre x, ten- 
áremos ab' = QQ' >c eos O Qa= O Qxq X = gz. 

Pero evidentemente será una variación negativa, como se 
ve en la figura ; de modo que tendremos : 

variación de x por la rotación 9 ;= — qz. 

Análogamente podemos calcular la variación de x por la 
rotación de M alrededor del eje de las z. 

Da lo mismo considerar la rotación de Af alrededor de z 
que la de su proyección Psobre el plano de las x y alrededor 
de O, y tendremos, repitiendo los razonamientos anteriores^ 
variación x por la rotación r = aa =PP' eos OPa= OPx 

X r X -^ = ry, y esta variación es, evidentemente, posi- 

oP 
ti va. 
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Luego la variación de x por virtud de las tres rotaciones 
componentes, ó sea de la rotación /, será, reuniendo las dos 
variaciones parciales con sus signos: 

variación x = ry — qz. 

Si hubiéramos elegido el sentido contrario para la rotación, 
los signos serían los contrarios. 

De igual suerte podemos calcular las variaciones de y, asi 
como las variaciones de z; pero, según explicábamos en las 
conferencias del curso anterior, no hay más que aplicar á la 
fórmula hallada las dos substituciones circulares 

(xyz); 

de modo que obtendremos para las variaciones que produce 
una rotación / cuyas componentes son p, q, r, sobre las 
coordenadas x, y, z de un punto, las tres expresiones si- 
guientes, en que 5x, *^y,iz son dichas variaciones, 

3x = ry —qz, 
iy = pz — rx, 
Zz = qx — py. 

Se supone que la rotación es de derecha á izquierda para 
un observador colocado en la dirección del vector. 

Todo lo que precede, pertenece á la Mecánica racional, 
pero son fórmulas de uso tan frecuente, que no creo que el 
haberlas recordado haya sido completamente inútil. 

La regla nemotécnica para retenerias de memoria es bien 
sencilla. 

En el segundo miembro de cada fórmula, entran las dos 
coordenadas distintas de la que contiene el primero. 

Por ejemplo, en variación z, el segundo miembro contiene 

a.* pmrte. 7 
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las otras dos coordenadas x,y; y respecto á las componen- 
tes de las rotaciones, entran también las dos primeras p y q; 
pero alternadas con las x, y: es decir, la segunda con la pri- 
mera, q con x; y la primera con la segunda, p con y. 

Lo mismo podemos decir de los otros dos términos. En 
oy entran las otras dos, z, x, que son última y primera; y en 
las rotaciones, también la última y primera r, p, y alternadas. 

Finalmente , para pasar de la primera fórmula á las otras, 
no hay más que aplicar, como hemos dicho, las substitucio- 
nes circulares; y para pasar de la última á las primeras, 
estas mismas substituciones circulares, invertidas. 

No ha de olvidarse tampoco lo que hemos dicho, respecto 
al sentido de la rotación. 

Como para el estudio de las deformaciones hemos de to- 
mar por guía el trabajo de Mr. Sarrau, á que nos hemos re- 
ferido varias veces, así como las notaciones de este autor, 
aplicaremos desde luego estas últimas á las fórmulas que 
preceden, substituyendo: 



> >- > -. > 



a ox, oy,oz í/i,Vi,w^; 

á x,y, z hykyl 

yá pyQ^r PvPisPs 

Además, supondremos ahora, como el autor citado, que las 
rotaciones directas son de izquierda á derecha; para lo cual, 
deberemos cambiar los signos de las últimas fórmulas. 

Con lo que tendremos 

«1 -^ PJ -Piik, 
^i^P'sh — pJ, 
^i^Ptlc—pih. 
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Estas fórmulas significan que cuando un punto, cuyas 
coordenadas son h, k, I, gira alrededor de los tres ejes coor- 
denados, verificando las rotaciones infinitamente pequeñas 
Pif Pi> Ph alrededor de x, y, z y de izquierda á derecha, las 
proyecciones del punto, sobre los ejes, sufre tres desplaza- 
mientos, «1, Vi, w^, cuyos valores son los que expresan las 
fórmulas anteriores. 



Conferencia quinta. 

Señores: 

Hemos dicho varías veces, que al exponer el método de 
Lame y sus análogos, dividiríamos nuestro estudio en las si- 
guientes partes: 

1 ."* Estudio de las tensiones. 

2.^ Estudio de las deformaciones elásticas. 

3.** Expresión de las tensiones en función de las defor- 
maciones. 

4.'' Determinación de las ecuaciones del equilibrío, ya en 
el interior del cuerpo, ya en la superficie, si el sistema no es 
indefinido. 

SJ" Substitución en estas ecuaciones de las tensiones del 
sistema, expresadas en valores de las deformaciones. 

La integración de estas últimas ecuaciones resolverá el 
problema de la Elasticidad. 

De estos diferentes puntos, hemos tratado ya el primero, y 
en esta conferencia empezaremos el 

a—Bstudlo de las deformaciones. 

El problema de las deformaciones de un sistema elástico, 
es caso particular de otro problema más general, el de la 
transformación de los sistemas. 

Dado un sistema de puntos, continuo ó discontinuo, en que 



T.^nn^'s^ 
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cada punto M está definido por sus tres coordenadas rectan- 
gulares Xy y y z, se transforma dicho sistema en otro, cuando 
se determina un segundo sistema de puntos, tal, que cada uno 
de ellos corresponde de una sola manera con otro punto de- 
terminado del primer sistema. 

A la vez, este problema se enlaza con una teoría relati- 
vamente moderna, que es la teoría de los ensambles ó con-' 
juntos, teoría delicada, de gran importancia y en la cual no 
hemos de entrar en estas conferencias. 

Nos contentaremos con definir la transformación de los 
sistemas, como la hemos definido, aunque precisando más 
los términos. 

Toda transformación de figuras ó de sistemas geométri- 
cos ó analíticos, supone una ley de transformación. 

Si al punto M del primer sistema (fíg. 26), cuyas coorde- 
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Figura 20. 

nadas son x, y, z, corresponde un punto Af' (x, y, z) del se- 
gundo, será preciso que tres ecuaciones determinen x\y', z' 
en función de x, y, z; de modo que deberán darse las tres 
relaciones: 
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las cuales expresarán, por decirlo de este modo, la ley de la 
transformación, y fijarán para cada punto M del primer sis- 
tema, el punto Af ' del segundo. En efecto, substituyendo en 
los segundos miembros en vez de x, y, z sus valores, las 
funciones Vi, 'fs, 'fg determinarán x', y\ z ; es decir, el punto 
correspondiente á Af'. Estas funciones f tendrán la misma 
forma analítica para todos los pares de puntos; por eso de* 
ciamos que expresan la ley de la transformación. 

Pero es preciso, que las ^ sean funciones uniformes] es de- 
cir, que para cada grupo x, y, z no den más que un sólo 
grupo de valores para x', y, z. 

Si las 7 contuvieran , por ejemplo, un radical, no servi- 
rían para nuestro objeto; porque á cada punto del primer 
sistema corresponderían varios puntos del segundo, y la 
transformación no sería del orden sencillo, y si se nos per- 
mite la palabra, inequívoco y que estamos estudiando. 

Las consideraciones que preceden se aplican lo mismo á 
los sistemas de un número limitado de puntos, ó ilimitado 
pero discreto y es decir, separados unos de otros, que á los 
sistemas continuos. 

Algunos autores rechazan la continuidad en los cuerpos 
elásticos. Otros parten de la discontinuidad, mas para los 
cálculos admiten una continuidad artificial, por decirio así, 
rellenando los huecos por sistemas continuos. Hoy, como 
ya hemos dicho varias veces, se estudian particularmente las 
transformaciones y deformaciones de los sistemas continuos, 
y esto es lo que haremos nosotros. 






En la teoría de la Elasticidad no hemos de considerar las 
transformaciones de los sistemas en general, al menos por 
ahora, sino las deformaciones, las cuales son, en cierto modo, 
transformaciones, pero infinitamente pequeñas. 



— 102 - 

Es decir, que cada punto, al deformarse el sólido no va á 
parar á una distancia finita de su posición primitiva, sino á 
una distancia infinitamente pequeña. 

Así, cada punto M (fig. 27), recorre una línea infinitamente 
pequeña al deformarse el cuerpo, y ocupa una posición M' 
infinitamente próxima á la primitiva, y esto, para todos los 
puntos del sólido elástico. De manera, que el sistema 5 se 
transforma todo él en un sistema infinitamente próximo, S'. 

Esto simplifica extraordinariamente las fórmulas de trans- 





Flgura 27. 



formación de un sistema en otro, y simplifica las funciones ?p 
como veremos inmediatamente. 






Hemos hablado en términos generales de las deformacio- 
nes, y hemos dicho que las tensiones era preciso expresarlas 
en función de las deformaciones; pero tales términos son va- 
gos y hasta vulgares. 

Las deformaciones son infinitas, porque hay infinitos pun- 



I 



tos, y la deformación de cada punto M está definida por las 
tres componentes de la recta infinitamente pequeña M Af ' que 
describe M al deformarse el sistema. 

Algo asi nos sucedía al estudiar las tensiones. También al- 
rededor de cada punto habría infinitas tensiones. Y aquí, sí 
consideramos un elemento infinitamente pequeño del sistema, 
antes y después de la deformación, como en el elemento pri- 
mitivo tiabía infinitos puntos, y cada uno de ellos describirá 
su trayectoria infinitamente pequeña, también tendremos un 
número infinito de deformaciones parciales; de donde resul- 
ta al parecer ur.a verdadera confusión. 

Tratándose de las tensiones, vimos que, aun siendo infini- 
tas para cada punto, estaban enlazadas por un orden tal, que 
todas ellas dependían de seis cantidades ó constantes, pro- 
pias de dicho punto, y de los tres cosenos directores del pla- 
no elástico. 

Pues aquí hemos de hacer una cosa análoga: ordenar en 
cierto modo estas infinitas deformaciones parciales, y ver si 
existe para todas ellas y en cada elemento del cuerpo, leyes 
fijas de deformación, y liasta si podemos determinarlas toda- 
en función de un número finito de las mismas ó de constan- 
tes relativas al punto. 

Este va á ser precisamente el objeto de la présenle confe- 
rencia y de las inmediatas; y una vez más ruego que se me 
dispense si me detengo en pormenores y en explicaciones de 
carácter elemental. No se olvide, que de carácter elemental 
son estas lecciones. 

De carácter elemental son; pero es mi propósito, que sin 
perder este carácter, sirvan Uc preparación suficiente para es- 
tudiar las ramas más elevadas y más modernas y transcen- 
dentales de la Física matemática. 
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Sea M, fig. 28, un punto cualquiera del sólido elástico, y 
vamos á estudiar las deformaciones en un espacio infinita- 
mente pequeño alrededor de dicho punto Af. 

No establecemos otra hipótesis que la de la continuidad en 
el sistema. 

Supongamos, que á causa de las fuerzas que actúan sobre 
dicho sistema, el punto M viene á parar á la posición M' 
describiendo un camino Af Af' infinitamente pequeño y que 
puede suponerse rectilíneo. 




Figura 28. 



A las componentes de este desplazamiento las designare- 
mos por u, V, w, paralelamente á los ejes x, y, z. 

Consideremos otro punto Ndel sólido, infinitamente pró- 
ximo á Af . 

La recta Af N, que no está trazada en la figura, tendrá por 
componentes //, /:, /. De manera que si M fuera el origen de 
coordenadas, y por él trazásemos tres ejes paralelos á Ox. 
Oy, Oz, podríamos decir que /i, k, I eran las coordenadas 
del punto N, tomando Ai por origen. 

El punto N también experimentará un desplazamiento, 
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trasladándose úq N á N' y teniendo por componentes u', 
v', w\ 

Supongamos que el problema elástico está resuelto, por 
cualquier medio que sea; pues esto quiere decir que para 
cualquier instante, las tres componentes del desplazamiento 
de un punto serán funciones determinadas de las coordena- 
das de dicho punto. 

De suerte que tendremos, 

^ = ?i (Xf y, z\ 

w = Ta {X, y, z). 

Estas funciones <p serán para cada problema, es decir, para 
cada cuerpo y cada sistema de fuerzas, funciones perfecta- 
mente determinadas^ ó suponemos que lo sean. 

No podemos decir cuáles serán en cada caso, hasta no re- 
solver el problema; pero podemos afirmar su existencia, y 
podemos hacer esta afirmación fundamental, mejor dicho, esta 
hipótesis, que si el problema es determinado , estas funciones 
serán funciones continuas. Es lo único que podemos esta- 
blecer respecto al carácter de dichas funciones. 

Si para el punto M, las componentes del desplazamiento 
están determinadas en funciones de sus coordenadas por las 
ecuaciones 

w = f 1 {x, y, zl 

^ = 72 {x, y, z), 

w = r;j {Xf y, z); 

á su vez, para el punto N, las componentes del desplazamien- 
to de este punto se obtendrán poniendo en las ecuaciones 
anteriores las coordenadas de dicho punto N, que son 

x-}-h,y-\-k,z-\-l; 
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y tendremos, por lo tanto, 

w = ?:, {x + h,y ( Ar, z + /). 

Tales ecuaciones resolverían el problema para todos los 
puntos del cuerpo, y concretando más, para los puntos infini- 
tamente próximos á Af en el espacio que le rodea. No hay 
más que substituir á h, k, I los valores correspondientes á 
este punto. 

No conocemos las lunciones <Pi, Cg» fs; P^ro ^sí y todo po- 
demos deducir las leyes generales de la deformación infini- 
tamente pequeña alrededor de cualquier punto. 

Desarrollemos por la serie Taylor, despreciando los tér- 
minos de orden superior; es decir, desde los términos en h^, 
k\ P, kl, hl, kl, en adelante. 

Claro es que aquí hacemos una nueva hipótesis, que se 
repite en la mayor parte de los problemas de la Física ma- 
temática, á saber: que las funciones <p pueden desarrollarse 
por la serie de Taylor, y que en ésta pueden despreciarse 
desde el grupo de segundo orden en h, k, I inclusive en ade- 
lante. 

Aceptando esta hipótesis tendremos 

u = fi (x.y^z,) + — — h -\- —— k + — — /, 

dx dy dz 

i \ i dv , . dv , . dv j 

dx dy dz 

i \ i dw , . dw j , dw . 

dx dy dz 

que con mayor brevedad pueden escribirse así: 
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, du . , du , , dü , 
dx dy dz 

. dv . . dv , . dv , , . 
dx dy dz 

, dw , . dw , . dw . 
dx dy dz 

Tenemos, pues, aproximadamente, las componentes de los 
desplazamientos alrededor de un punto M del cuerpo; ó sea 
las componentes de los desplazamientos de un punto N cual- 
quiera infinitamente próximo á M definido por sus coordena- 
das /r, kf I con relación á M. 

Estos desplazamientos u, v, w vemos que dependen de los 
desplazamientos u, v, w del punto M y de nueve cantidades, 

du du du 



dx dy dz ' 
dv dv dv 



dx dy dz 

dw dw dw 
dx dy dz 



(I) 



que son funciones de x, y, z, es decir, que dependen del pun- 
to M que se considere, pero que una vez determinado éste 
deben considerarse como constantes para todos los puntos 
que rodean á dicho punto M. 

En suma: para todo desplazamiento alrededor de Af, las 
únicas variables independientes son A, k, /. 

Se ve por lo dicho que los resultados anteriores no deben 
considerarse sino como aproximaciones, porque suponemos 
que la serie de Taylor es convergente y que pueden despre- 
ciarse todos los términos que hemos despreciado. 

Agregaremos aún, que los coeficientes — , — son can- 

dx dy 
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tidades muy pequeñas, porque en los cuerpos elásticos, las 
deformaciones lo son con relación á las magnitudes primi- 
tivas; y dichos coeficientes no significan otra cosa que estas 
relaciones: lo que aumenta, por ejemplo, u con relación á x. 

Y esta observación tiene su importancia, porque si el siste- 
ma fuese discontinuo, habría que comparar los expresados 
coeficientes con los valores de h, k, I para calcular el orden 
de los términos que se desprecian. 

Tratándose, como aquí tratamos, de sistemas continuos, 
h, k, I pueden ser tan pequeños como se quiera, y en cam- 
bio, los coeficientes de que se trata, aunque muy pequeños, 
son cantidades finitas. 

Hemos dicho que las ecuaciones 

u = u -] h H k H /, 

dx dy dz 

. dv . . dv , . dv , 
dx dy dz 

, dw , . dw , . dw . 
dx dy dz 

nos determinan las componentes del desplazamiento de un 
punto cualquiera N (fig. 28), cuyas coordenadas con relación 
al punto M que hemos elegido, son h, k, 1. 

Estos valores u\v\w' vemos, en resumen, que depen- 
den de los nueve coeficientes expresados — , que son fun- 

dx 

ciones de las coordenadas de Ai, y, por lo tanto, deben con- 
siderarse como constantes para todas las deformaciones al- 
rededor de M. 

Y analíticamente, está resuelto el problema; pero conviene 
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estudiar la descomposición del desplazamiento NN' en mo- 
vimientos diversos y sencillos, que le lleven del punto de 
partida ^V á la posición final N\ 

Para facilitar dicho estudio, y por razones que se verán 
inmediatamente, es decir, por la sencillez de los resultados, 

substituiremos á las nueve constantes — , — que consti- 

dx dy 

tuyen el último cuadro que hemos formado, otras nueve cons- 
tantes, que serán las siguientes : 



du 


dv 


dw 




dx 


' dy' 


dz 


•? 


dw I dv 

dy dz ' 


du . dw 
dz ' í/x ' 




dv du 
dx dy 




dw dv 


du dw 




dv du 



dy dz ' dz dx' dx dy 

Para abreviar la escritura, y para la simetría de los cálcu- 
los, cada uno de estos términos los representaremos por una 
letra, y en la forma siguiente, adoptando siempre, como he- 
mos dicho, las notaciones de Mr. Sarrau. 

Tendremos, pues. 



du dv dw 

Qi = f a^ = , ¿7» = , 

dx ' dy ' dz 

^. dw , dv ^. du . dw ^. dv , du 
dy dz dz dx dx dy 

^ dw dv ^ du dw ^ dv du 

2pi == Zp2 = , ^Pa = 

dy dz dz dx dx dy 



De estas ecuaciones podremos deducir facilísimamente las 
nueve derivadas del grupo (I), y tendremos: 
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dü dv dw 

dx dy dz 

u X dw . , dü . , dv 

Oi+Pi = — -, 6í +P2 = -r-*> *3 + P» — — - 



dy dz dx 

u dv . dw . dü 

dz dx dy 

Y con esto podremos substituir al grupo (I) ei grupo (II), 
que se compondrá de las nueve constantes a, b, p, constan- 
tes, decimos, siempre con relación al punto M: 



Qi a^ a^ 

bi b, bs (II) 

Pi P2 P» 

Substituyendo los valores de las nueve derivadas del cua- 
dro (1) en las ecuaciones (d), tendremos: 

u'--=u + a,h-j- {b:,—p^) k + (6, +P2) / 
v' V + (6, -\ p^)h-{'a.k+{by —Px)l 
w' = w + (60 — p.) h + (61 +p;) k + a., /; 

y ordenando convenientemente, 

w' = í/ +P2 /- p» /: + ííi A 4- 63 A: + 62 /, 

^' ■--- V +p» /z — Pi / + 6, /i + fl'2 ^ H- 61 ^ 
w' = w+p^k — p2h -f 62/z-t 61 A: -f ag/. 

Estas tres ecuaciones nos demuestran que el desplaza- 
miento NN' puede conseguirse por tres movimientos infini- 
tamente pequeños, representados por estos tres grupos de 
las ecuaciones anteriores. 
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1 .««' grupo ( V 2.** grupo 'p» h — p^l 3.^^ grupo 63 A +¿72 /: + *i ^ 

Veamos la significación geométrica de cada uno de estos 
tres grupos, y representémoslos, para más claridad, en la 
figura 29, considerando tan sólo el desplazamiento NN\ 

Primer grupo.— Es evidente que u, v, w representan una 
traslación igual y paralela á la del punto M de las figuras 
28 y 29, de suerte que, por este primer movimiento, N ha- 
brá venido á N^ (fig. 29). 




^> 



Figura 29. 



Segundo grupo. — Para simplificar, representaremos los 
tres desplazamientos paralelos á los tres ejes por ¿/i, v^, Wi, 

es decir: 

u^=p.I — Psk, 

^i=P^h-p^l, 
^i=Pik -p^h. 

Pero sabemos por lo expuesto al final de la conferencia 
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anterior, que estas tres expresiones son las componentes 
paralelas á los ejes del desplazamiento producido por una 
rotación infínitamente pequeña alrededor de un eje P, cuyas 
rotaciones componentes son Pi, p^, pg, y en que las coor- 
denadas del punto que gira son h, k, I 

En vez de hacer girar en la figura el punto N, hemos he- 
cho girar el punto N^, pero esto, sabemos por la teoría de 
los movimientos infinitamente pequeños, que sólo produce 
errores infinitamente pequeños de orden superior. 

La primera traslación, paralela á MM\ trajo al punto 
N&N,. 

Esta rotación lleva el punto N^ á la posición iV^, posición 
que corresponde, según acabamos de explicar, á la superpo- 
sición de estos dos movimientos: 

traslación í/, v, w, 

rotación u^, Vi, w^. 

Tercer grupo.— Las tres componentes, paralelas á los ejes 
de este tercer movimiento, infinitamente pequeño, las repre- 
sentaremos, para abreviar, por í/j, v^, Wg, y tendremos: 

«2 = fli ^ + ¿8 A: -h ¿2 /> 
^2 - bsh+a^k + b^l, 
W2 = ¿2 ^ + ¿1 A: + í/g /. 

La interpretación de estas ecuaciones es sencilla é inge- 
niosa; pero séame permitido aquí un pequeño paréntesis, 
para recordar ciertas nociones elementales de Geometría 
analítica. 



* 



Se sabe que la ecuación 

Qi x2 + a. y^ + a.^ z^ -\-2b^yz i- 2b^ zx + 263 xy =;X 
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■ va 



representa una superficie de segundo orden, referida á su 
centro. De segundo orden, por ser dos las dimensiones de 
todos sus términos; referida á su centro, porque si x, y, z sa- 
tisfacen á la ecuación - x,— y, — z, satisfacen también. 

Mientras las a. b, y X sean constantes fijas, dicha ecua- 
ción representará una sola superficie; pero si "a varia, repre- 
sentará la misma ecuación una serie de superficies de se- 
gundo grado, que serán homotéticas, es decir, semejantes, 
semejantemente colocadas, y en que el origen será el centro 
de semejanza, como se demostraría con suma facilidad ha- 
ciendo pasar por el origen una recta, determinando las inter- 
secciones con dos de estas superficies, y viendo que la rela- 
ción de ambos segmentos ó de sus componentes es una 
cantidad constante dependiente tan sólo de las a. b, y ». 

Pero esto nos importa poco para nuestro objeto. 

Sólo advertiremos que, dejando fijas a,, a^, O:,, ft,, /)¡,, b^, 
y determinando 'f. convenientemente, se puede hacer pasar 
una de estas superficies por el punto N. 

En efecto; si la superficie ha de pasar por el punto N, cu- 
yas coordenadas son h, k, 1, dichas coordenadas han de satis- 
icer á la ecuación de la superficie, y tendremos para deter- 

inar X, la ecuación de condición 



a,h^ + a,k^ -\- aj + 26,W + 2bJh -{■ 2b.Jik = 



Dando á ). el valor que indica el primer miembro, la su- 
perficie pasará por N. 

En la figura, la hemos representado esquemáticamente 
por >. >., y no la hemos hecho pasar por N, sino por M, 
porque, según hemos dicho tantas veces, tratándose de mo- 
vimientos infinitamente pequeííos, pueden calcularse desde 
el origen N y luego, superponerse; ó calcularse para N, ó 
para M, que es lo que hemos hecho nosotros para irios 
superponiendo. 

Veamos ahora cómo se determinan geométricamente ii,, 
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V.J, w.y que son las tres componentes del movimiento que 
representa este tercer grupo. 

Consideremos la superficie de segundo grado, cuya ecua- 
ción sea la ya indicada 

OiX' + a,.y- + a-z- 4- 2biyz -{ 2b.zx + 2b,^xy -= X, 

determinando X por la condición de que dicha superficie 
pase por el punto TV^ ó, mejor dicho, por el punto N, que 
para el cálculo de dicha constante X da próximamente lo 
mismo. 

Para ello basta substituir en vez de x, y, z las coordena- 
das h, k, I del punto N, y tendremos: 

ajv' + o,k- + a^P + 26,A-/+ 26,/// + 2¿?,M = >- 

Si en el punto N, ó si se quiere, en el punto M trazamos 
el plano tangente á dicha superficie, representándolo por / /, 
la ecuación de este plano, se sabe por Geometría analítica 
que será, designando, para abreviar, por / el primer miembro 
de la ecuación, 

( -f-\ (X - /o + ( -f \ (, - AO + (-^ ) (z - 0=0; 

\ clx )s \ dy Jn \ dz )n 

y de la misma ecuación se deduce, en general, 

— • - = 2ííiX + 2b..z + 2b.iy. 
dx 

''■^ = la.y + 2í»,z + 26,x, 



dy 

ÉL 
dz 



= la-z + 2¿>,j' + 2¿>,,x; 



y poniendo en vez de x, y, z las coordenadas /;, k, I para re- 
ferir estos coeficientes al punto N que se considera, 



\ dx )n 

\ily U 

\ dz Jn 
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= 2{a,h + b,k + b,l), 



2{b,h + aA + b,í), 



2{b,h + b,k + a,[)' 



Substituyendo en la ecuación del plano tangente y divi- 
diendo por 2, resultará: 

{a,h + b,k + bJ) (X - /z) + (M + a,k + b,l) iy-k) + 

+ {b,h + b,k + a,l){z-l) = 0, 
ó bien 

{a,h + bjc -\-b,l)x+ {b,h + aM + bj)y + {b,h+b,k + a^í)z= 
= a,h'- + a.k^ + a^l'' H- 2b^kl + 2b.M +- 2b^hk. 

Pero los coeficientes de x, y, z son las componentes í/o, 
Vg, 1V2, del tercer grupo; y el segundo miembro es el valor 
de A que corresponde á esta superficie, según determinamos 
hace un momento. Luego la ecuación del plano tangente 
toma esta forma sencilla: 



ó dividiendo por V^'2+^\»+w-2, 



í/o , V., , 

- :^::^=r X + ^_.r^-r^- .- y + 



V^ ii\ + v-2 + w^ V/V/\, + rv> + iv'^. 
IV2 ^^_ 



V^ ti' 2 + v^ + w'. \J üK + v\. -|- iv-2 



Ahora bien, los coeficientes de jc, y, ^ son los cosenos di- 
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rectores de la recta M N\ y representándolos por aj , ^^ , yj, 
tendremos para la ecuación del plano tangente 



Pero según se sabe por Geometría analítica, ésta es la 
ecuación de un plano cuya normal tiene por cosenos direc- 
tores «1, ^y, Yi y que dista del origen una longitud 



V" «% + V% + W*s 

que, para abreviar, representaremos porp. 

En suma; la normal al plano tangente // tiene la misma 
dirección que M TV; ó de otro modo, el tercer desplaza- 
miento N2 yV' es normal á la superficie k \ en el punto TV,: ó 
si se quiere, toda esta figura puede transportarse al punto iV. 

En cuanto á la magnitud del desplazamiento No TV, la úl- 
tima ecuación nos da 



= /7, ó bien, = p. 



\J uK -r v\ + iv\, MAT 



de donde 



p 



Es evidente, según acabamos de demostrar, que este pun- 
to N' coincidirá con el N' de la figura 28, puesto que hemos 
visto que 

v' = r + i'i I Vo, 

W'=IV + IVi + IV2, 
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descomposición que está representada geométricamente en 
la figura 29 por los tres desplazamientos infinitamente peque- 
ños A^A^.. N. A/:. N^N' 



ños NN„ Ni No, No N\ 






En resumen, todo punto infinitamente próximo al punto 
Ai sufre un desplazamiento, que puede suponerse compuesto 
de tres desplazamientos parciales: 

1 .'' Una traslación, cuyas componentes sean u, v, w, como 
las del punto Af. 

2° Una rotación alrededor de cierto eje MP que pase por 
M y cuyas rotaciones componentes sean Pu p^, p^- 

3."" Un desplazamiento de deformación normal á una de- 
terminada superficie de segundo grado, determinada por las 
constantes a^, ^2., ci-^y bi, bo, b^, ). 

Depende, pues, el desplazamiento de todo punto próxi- 
mo á Af de las coordenadas h, k, I del punto, tomando M 
como origen, y de nueve constantes, a^, a^f a^, b^, b^, b^, 
Pi9 Pi9 Pn» qu^i como hemos visto, dependen á su vez de las 
nueve derivadas del cuadro (1), tomadas con relación al pun- 
to Af; es decir, poniendo en vez de x, y, z, las coordenadas 
de este punto. 

No contamos con a, porque hemos visto que esta cons- 
tante se determina en función de las a, b, h, k, 1. 



* * 



Dos observaciones debemos hacer todavía. 

Es la primera, que si u, v, iv, que son las componentes de 
la deformación de cualquier punto, y por lo tanto, funciones 
de X, y, z, fueran en algún problema las derivadas parciales 
de una función, es decir, que 

üdx 4- vdy + wdz 
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fuera una diferencial exacta, en este caso se sabe que 





du 


dv 


du 


dw 




dv 


dw 






dy 


dx 


' dz 


dx 


> 


dz 


d/C 




por 


lo tanto, 
















du 
dy 


dv 
dx 


0. 


du _ 
dz 


dw 
dz 


0, 


dv 
dz 


dw 
dy 


-0; 



pero estos son precisamente los valores de p^, p^, p,,, luego, 
en esta hipótesis, los desplazamientos del segundo grupo se 
anulan, porque resultan nulas las tres rotaciones. 

Podría decirse que las deformaciones elásticas eran irro- 
tacionales, si se permite la palabra. 

La segunda observación se enlaza con esto mismo, y sale 
al encuentro de una dificultad, que pudiera ocurrir á los que 
por primera vez estudien esta materia. 

No sólo en este caso particular, en que //, v, w sean las 
derivadas parciales de una función, sino en todos los casos, 
puede prescindirse de este movimiento de rotación al estu- 
diar las mafíniiiidcs de las deformaciones de los diferentes 
elementos del sólido elástico. 

En efecto ; observaremos, al continuar el estudio, que esta- 
mos haciendo, que ya no entrarán en las fórmulas las tres 
relaciones y? 1, Pj, p-, 

Y ocurre preguntar: ¿cómo se prescinde, y cómo prescin- 
den casi todos los autores de estas tres cantidades?; ¿cómo no 
aparecen en las fórmulas más que las seis restantes, a^, a^, a.^, 
6,, 6,>, 6;:?; ¿por qué no se cuenta con p^, p,, pg, que son 
también elementos de deformación? 

iWás adelante volveremos sobre este punto, á fin de expli- 
car esta aparente anomalía. 

Por ahora, no hacemos más que llamar la atención so- 
bre ella. 
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El desplazamiente de un punto muy próximo al punto M 
del cuerpo, es el que nos interesaba determinar en el caso 
general, porque el desplazamiento de cualquier parte del só- 
lido no es más que la repetición de este problema único: es 
ordenar ó agrupar los desplazamientos de la manera más 
conveniente para formarnos idea de estas deformaciones in- 
fínitamente pequeñas de un sólido elástico en cada región. 

Esto es precisamente lo que vamos á hacer siguiendo casi 
el mismo orden que sigue Mr. Sarrau en su interesante opús- 
culo, que es un resumen elemental, pero inmejorable, de esta 
materia. 

Así, pues, estudiaremos sucesivamente: 

1 ."^ Las dilataciones lineales. 

2."* Las dilataciones angulares. 

3." Las dilataciones y deslizamientos. 

4." La deformación de superficies. 

5.** La superficie de dilatación. 

6." La dilatación cúbica. 

Por lo demás, estos diferentes problemas se encuentran en 
todos los tratados de Elasticidad, y nosotros no hacemos en 
estas conferencias más que ordenar cosas ya sabidas, presen- 
tarlas con la mayor claridad posible y de cuando en cuando 
salir al encuentro de alguna dificultad que pudiera ocurrir á 
los principiantes; sin perjuicio de ir deslizando de vez en 
cuando reflexiones y críticas, que en otras conferencias, y 
acaso en otros cursos, tendremos que utilizar. 



* * 



1 ." Empecemos por las dilataciones lineales. 
Cuando una recta de longitud ¿, trazada en el interior de 
un cuerpo elástico, por la deformación de éste se convierte 
en otra recta L\ claro es que, en general, su longitud primi- 
tiva habrá variado, sufriendo un aumento ó disminución 
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L — L, que designaremos con el nombre genérico de dilata- 
ción lineal. 
Si se compara con la longitud primitiva, la relación 

L —L 



será la dilatación por unidad de longitud, que abreviadamen- 
te también puede llamarse dilatación lineal, entendiéndose 
que en este caso no es la dilatación absoluta, sino la relativa 
á la longitud que tenía la recta antes de la deformación. 

En estas definiciones admitimos que toda recta deformada 
se convierte en otra recta, y esto lo demostraremos más ade- 
lante para casos todavía más generales. 

Por el momento aceptémoslo como demostrado y veamos 
cuál es la expresión general de estas dilataciones lineales. 





Figura 30. 



Tomemos un punto Ai (fig. 30) del sólido elástico, y tra- 
cemos una recta MN á un punto de los que rodean al punto 
Ai, pero á pequeña distancia, porque no ha de olvidarse, que 
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estamos estudiando las deformaciones para una región muy 
próxima al punto Ai y que le rodea. 

Definamos la dirección de la recta M N por sus tres cose- 
nos, que llamaremos a, ^, y. 

Las coordenadas del punto N con relación á Ai, las desig- 
naremos, como siempre, por h, k, /, según se indica en la 
figura. 

El punto Af, después de la deformación, viene á parar á 
M\ y las componentes del desplazamiento son, como siem- 
pre, U, V, IV. 

El punto N, á su vez, viene á parar k N' y las componen- 
tes de este desplazamiento serán ü\ v\ w', que sabemos cal- 
cular en función de u, v, w, de h, k, /, y de las constantes a, 
6, /7, referidas al punto Ai. 

Recordando todo esto, tendremos 



y 

¿'^ - AÍ'N'^ = /Z'2 + jt'2 + /'2; 

siendo h\ k\ t las coordenadas de N' tomadas con rela- 
ción á Ai'. 

Como la diferencia entre ¿' y L es una cantidad muy pe- 
queña con relación á ¿, porque las deformaciones son suma- 
mente pequeñas, podremos poner L' = ¿ + 8 ¿. 

Además, es evidente que las h', k\ í serán iguales á las 
primitivas aumentadas en las diferencias u' — u, v' — v, 
w' — w, que son las diferencias paralelas á los ejes entre los 
desplazamientos de Ai' y N\ es decir, 

li' = h + u' — u, 
Jc' = k+v' — v, 
r =/ + w' - w; 

y substituyendo estos valores en la segunda de las ecuacio- 
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nes anteriores, se convertirá el grupo anterior en este 
otro: 

(¿ -t- ^.LY = {h + u— uy + {k+v " vy + (Z+w- iv)- 

Desarrollando y restando de la 2." la 1 ." 

2 ¿í L + o¿2 = 2// (//' — u)-\- iii - uy + 2k (v' — v) + 
+ (y' - vy + 2/ (iv' — u') + (iv' — vv)^ 

pero ^i¿-, (w' — //)■-, (v' — v)-, (w' — iv)- pueden considerarse 
como infinitamente pequeños de segundo orden, y tendre- 
mos, despreciándolos y dividiendo por 2, 

Lí¿ = h(ü -u)+k (V — V) + l(w — w). 

Substituyendo en esta ecuación los valores ya obtenidos 
al descomponer el desplazamiento N N' en tres desplaza- 
mientos parciales, expresiones que eran 

//' // =ir /? . / — /;.. A' -|- í/, // + /;.;/: + hA, 
v' — v=pji - pj+bji + a,M-\-b^l, 
w' — w - - D^k—pJi-\-b.h + b^k-\-a.J, 

resultará: 

¿o¿ = // {pj — p.,k-{-a,li + b.k + 6,0 ^k{p.,h—pj'\- 
+ a, A-+ 6,// + ftiO -f / (Pyk'-p.h + 6,/z + 6i> + a,/), 

y desarrollando y simplificando, 
¿o¿ -~r aji' + a,k- + a,/' + 2/;, A'/ -|- 2bJil + 2b.^kh. 

Dividamos por L^ y tendremos: 
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— = dilatación lineal = Qil — V + ^2 ( — ) + 

+ ^3 ("— V + 261 -.— + 2b. — .— + 
^\LJ L L - L L 

k h 



+ 26 

L L 



s 



h k I 
pero evidentemente — , — , — son los cosenos directores 

L L L 

de Af N, que hemos llamado a, ,3, y» y la ecuación anterior se 
convierte, representando por a la dilatación lineal, en esta 
otra: 

(7 = í7ja^ + a,?^ + a^f + 26i?Y + 2í^2r* + 26,7?. 

Esta ecuación determina la dilatación lineal, que expe- 
rimenta cualquier recta de longitud determinada, pero muy 
pequeña, trazada en el punto Ai, en función de las constantes 
^1» (^2y ^3> ^i> ^2» ^:i» y de los cosenos que determinan la di- 
rección de la recta. 

Supongamos que la recta que se considera, y cuya dilata- 
ción lineal se busca, es paralela al eje de las x; pues en este 
caso tendremos, evidentemente, 

y la ecuación se convierte en 

La constante a, tiene, pues, una definición determinada: 
es la dilatación lineal para el punto M paralelamente al eje 
de las jc. 

Y esto podíamos preverlo, porque teníamos a^ = — , 

dx 
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y du representa, evidentemente, lo que varía u por una de- 
formación de M paralelamente al eje de las x, y su relación 
con dx expresa la dilatación lineal por unidad de longitud, ó 
abreviadamente, la dilatación lineal. 

Del mismo modo veremos que si la recta es paralela al eje 
de la y, se tiene 

y que en el caso de considerar la recta MN paralela al eje 
de las z , resultará 

En suma, a,, a,, a., tienen una interpretación sencillísima: 
representan las magnitudes de las dilataciones lineales de 
rectas paralelas á los tres ejes coordenados, y que pasan por 
Ai; pero en magnitud, no en dirección. 

Más adelante trataremos también de dar una interpretación 
material á las tres constantes 6j, bi, 6.;. 

Y señalemos aquí una cosa extraña, sobre la cual hemos 
llamado ya la atención de nuestros oyentes ó lectores. 

En el valor de la dilatación lineal no entran para nada las 
tres constantes de la rotación, p^p^, Ps- Los términos que la 
contenían se han destruidos dos á dos, y todo lo relativo al 
movimiento de rotación desaparece en la fórmula final. 

La dilatación lineal no depende, pues, de las constantes p., 
/7..., p... Sólo depende de las seis constantes fli, a^, fl;„ bi, 6*, b^; 
y este mismo fenómeno, llamémosle así, se repetirá en todo 
lo que tenemos que exponer á continuación; las p desapare- 
rán siempre; las únicas que quedarán para definir las defor- 
maciones serán las a,, a._>, a,, 6,, 6.,, fr... 

Este es un hecho que ha de chocar á los principiantes, 
porque al fin y al cabo, parece que se trata de una deforma- 
ción elemental que para nada se tiene en cuenta después de 
haberla definido y determinado. 

Claro es que el cálculo da este resultado, y un cálculo co- 
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' rrecto, pero no deja de llamar la atención hecho tan singular: 
estudiar un desplazamiento, definirlo y determinarlo, y des- 
pués, en todo el resto del estudio prescindir de él, no arbi- 
trariamente, pero si porque el cálculo lo elimina. 

La razón, sin embargo, es sencillísima, la anomalía es 
aparente, y la explicación es elemental, tan elemental, que 
sólo por tratarse de conferencias de este carácter, es dis- 
culpable que insista en aclaraciones, que la mayor parte de 
mis electores considerarán excesivas. 

De todas maneras, las daremos en la conferencia próxi- 
ma, y en ésta seguiremos tratando los diferentes puntos que 
antes se indicaron. 



2.° Pasemos á las dilataciones angulares. 
En rigor, podemos desdé ahora determinar la deformación 
I de cualquier figura, puesto que toda figura geométrica se 
I compondrá de puntos, y sabemos calcular las coordenadas 
I de cada uno de estos puntos después de la deformación. 

El conjunto de estos nuevos puntos dará la figura geomé- 
f trica deformada. 

En el caso particular que consideramos, se trata de dos 
I rectas MN, MNi (fig. 31), que pasan por el punto M y que 
[ forman un ángulo V. 

El problema está reducido á determinar el ángulo V que 
formen después de los desplazamientos; si M pasa á M'; 
N i N', y Niá. N¿, el ángulo deformado será A^ M' W,. 

Repetimos, desde luego, lo que ya dijimos en el proble- 
ma anterior: que cada recta deformada será una nueva rec- 
ta, como demostraremos más adelante, y por lo tanto, el 
ángulo deformado será un nuevo ángulo rectilíneo V que es 
el que tratamos de determinar. 
Cada recta M N, M N, podemos definirla por las coorde- 
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nadas de uno de sus puntos: N para la primera, N^ para la 
segunda. 

Así, la recta Ai N estará definida por las coordenadas 
h, k, /, del punto N; y á su vez, la recta Ai Ni estará defini- 
da por las tres coordenadas hi, k^, l^ del punto N^. 

Además, representaremos las distancias MN, y MNi por 
r, fy. Las coordenadas del nuevo vértice Ai' serán í/, r, iv. 

El método general consistirá en expresar el ángulo V en 
función de las coordenadas de los puntos Ai', N\ TV/, que 




Figura 31. 



son las posiciones de M,Ny N^ después de la deformación, 
puesto que N' Af' 7V¡' representa el ángulo V\ 

Y para saber lo que ha variado el ángulo V no habría 
más que tomar la diferencia V— V. 

Es un problema elemental de Geometría analítica, que se 
resuelve con más rapidez expresando el valor del ángulo V 
y diferenciando. Dicho valor de V será, representando por 
a, [j, y los cosenos directores de MN, y por aj, ,3,, y,, los de 

eos 1/ - aai + ¡3.3j -\- yyj. 

Pero 
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^l -" / — > ? — y Y — * 

\h\ + k\ + l\ . r, Ti r, 

luego 



eos V =--- 



rn 



6 bien 

rr^ eos V= hhi + kk^ + //j. 

Realmente, pasar del ángulo V al ángulo V no es otra 
cosa, que pasar de h, k, I, h^, k^, /j, á las coordenadas de los 
dos puntos después de la deformación, es decir, á las coor- 
denadas de los puntos N\ N{; luego esto equivale á dife- 
renciar la ecuación anterior, en la que r, r^y V serán fun- 
ciones de h, k, /, h^, k^, l^. 

Realmente no hacíamos otra cosa que diferenciar, al es- 
tablecer en el caso anterior de la dilatación lineal, las dos 
ecuaciones de ¿ y ¿' y al restar una de otra. Aquí lo hace- 
mos desde luego para abreviar los cálculos. 

Precisamente la d l/será lo que habrá variado el ángulo V, 
y tendremos, diferenciando, 

eos Vd(rr,) — rr^sen V .dV = hdh, + h,dh + kdk^ + 

+ k^dk + ldl^ + lydl, 
de donde 

dV-= í [hdh. f h^dh + kdk, + k,dk f- 

rr; sen V 

+ Idl^ + l^dl — eos Vd{rr,)l 

en que las diferenciales de las hy k, i son las componentes 
de los desplazamientos correspondientes á los puntos N, N^, 
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porque son las cantidades que hemos designado por i/' — u, 
V — V, vf — w, cuyos valores, en general, son: 

v—v=p^h Pxl + b,,h'\-aik + byl, 
w —w = p^k — p^h'\- bih'Yb^k + a^^J. 

Aplicando estas fórmulas generales para determinar 
dh, dk, di, dhi, dk^, dl^, y observando que para las tres 
primeras las coordenadas del punto N son h, k, I, y para las 
tres últimas h^, ki, /j ; y además, que las a, b, p son constan- 
tes, porque todas se refieren al punto M: tendremos, 
para el punto N: 

£/' - u = dh = p^l —p^k '\- a^h'\-b^k'\- bnl; 
V — v^=dk = p^h — Pi / + b^h + ajfc+6i /; 
w —w = dl = p^k — p^h •\' b^h + b^k + a^l; 

y para el punto N^, llamando ¿/i, v,, iv, los desplazamientos 
paralelos á los ejes de dicho punto, 

u\ u — dh^=p.l^—p^k^'\-a^h^-\'b^k^ + b^l^\ 
v\ - V = dk^= p,,h, — p^l^ + b.;^h^ +aik^ + by^li\ 
w\ ~w=dl = Piki —p^hi -i-b^h^ + ¿^1*1 + ^s'i* 

y substituyendo en el valor de d V, 

dV^ —-' [h(pJ:-Psk, +a^h,+b,k, + b,l,) + 

rr^ sen V 

+ /?, {p,l p,k + a,h + b,k + 6,0 + 

-T kipji^ - PiU • b.h, + a-ki + bJi) + 

-f Ar, {p.h-pj !- b^h -\ a,k + ¿lO + 

1 l{Piky —p.hy 4 b.hy + ftiÁTi + a,/i) + 

4 /i {Pxk p.h + bji + byk-\- a^,I) — eos Vd(rr^)]. 



No hemos substituido por r, r^ sus valores \h^ + *" + ^ 

y Vl^'í + k'i ^-/ *i, ni hemos desarrollado la diferencial de 
rfi para simplificar la escritura, y porqué no vamos á consi- 
derar él caso general. 

Desarrollando y simplificando, tendremos: 

dV^ í [2a^hhi + 2a^kk, + 2a8//i + 

rfisen V 

+ 26,(/:/, + Ik,) + 26,(A A + /A.) + 263(^*1 + /:Ai) - 

— eos V(l{rri)], 
ó bien 

2 rriSenY 

+ b,{kl,+lk,) + 63(^/1 + /Al) + b,{hk, + A/^i) - 

_cos Vrf(rri)] 

Esta última fórmula nos resuelve el problema, es decir; nos 
da lo que ha variado el ángulo V por la deformación, que 
es precisamente la cantidad sumamente pequeña que hemos 
llamado dV.\ nos da este valor en función de los datos, es 
decir, de las coordenadas A, k, I, h^, k^, li, que determinan 
las dos direcciones de las MN, MN^. 

No hemos desarrollado por completo la fórmula, diferen- 
ciando r, r^ para evitar cálculos inútiles, porque de la fórmu- 
la general no hemos de hacer uso, como ya hemos dicho. 

Vamos á considerar tan sólo un caso particular, aquel en 
que el ángulo NMN^ es un ángulo recto. 

En este caso, la fórmula se simplifica, porque haciendo 

V = — tendremos sen V = 1 , eos V^ = O y queda 

— ldV=^ — [a,hhi + a,kk, + a, 11, + by{kK -\-lk,)+ 
2 rti 

+ b,(hli + lh,)-{-b,{hk,+kh{)l 

a.* parte. 9 
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ó bien 

1 .w h hi , k kx . I Ix 

2 r Ti r r^ f fi 

\r r^ r rj \r r^ r rj \r r^ r rj 

. , h k I hi k, L . .. 

y observando que — , — , — , — ^, — ^, -^ son los cosenos di- 

r r r Ti Ti ri 
rectores de las dos rectas dadas, tendremos finalmente : 

+ ^2 (y ai + ayi) + ftj (« ?i + ?ai). 

Esta fórmula determina la variación de un ángulo recto 
por una deformación cualquiera, infinitamente pequeña, en 
función de los cosenos directores de los dos lados de! 
ángulo. 

Así como al determinar la dilatación lineal obtuvimos una 
representación geométrica de las tres constantes a^, a^, a^, 
que eran las dilataciones lineales para el caso en que la recta 
coincidía con las direcciones de los ejes, así podemos en 
este caso obtener representaciones de las otras tres constan- 
tes, ¿1, 6._,, b.,. 

En efecto, supongamos que el ángulo recto V coincide 
con el que forman dos rectas trazadas por M paralelamente 
á los ejes y, z; en este caso, los cosenos directores toman 
los valores siguientes, suponiendo qus^r, ¡i, yse refieren a! 
ejey, y a,, ?,, Vi,alz; 



a -r-. 



.(),;i=l,y = 0; «i-0i.3i=0iY^=l; 



y el valor de rf K será : 



variación del ángulo (y z) = b^, 
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Del mismo modo, cuando el ángulo recto coincide con el 
X z, tendremos: 

variación del ángulo {xz) = b^y 

y por último, 

variación del ángulo {xy) = 63. 

* 

Dos observaciones para terminar: 

Lo mismo en el caso de las dilataciones, que en el de las 
variaciones angulares, dichas magnitudes no dependen de 
PuP'iy Pz¡ c' cálculo las elimina. 

Sobre esta circunstancia ya hemos dicho que insistiremos 
más adelante. 

Tampoco dependen explícitamente de u, v, w, lo cual sería 
imposible, y lo es en efecto, porque las fuerzas que actúan 
sobre el sistema determinan las deformaciones de todos los 
elementos, y por lo tanto determinan u, v, w, y á la vez las 
constantes a, b, que son las que definen cada caso par- 
ticular. 

Por consiguiente, todos los elementos de la deformación, 
lo mismo u, v, w, que //', v\ w\ que las dilataciones lineales, 
que las dilataciones angulares y todos los restantes depen- 
den de los datos del problema por el intermedio, por decirlo 
de este modo, de las constantes a^^, «._,, a-i, 6,, 6._,> &:j- 



* * 



3.** De las dilataciones y deslizamientos, que es el tercer 
punto de los que indicamos antes, algo tenemos que decir 
todavía, que no será más que el complemento de lo que aca- 
bamos de explicar. 

Vimos ya la significación de «,, í?.,, í/... 
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Eran las dilataciones paralelas á los ejes coordenados de 
tres rectas pasando por Af. 

Si tomamos como elemento comparativo para las defor- 
maciones un paralelepípedo ABC (fig. 32), cuyos lados, 
para fijar las ideas, supondremos que son clx, dy, clz, según 
lo expuesto, resultará: 



du dv dw 

dy dz 



dx 



3> 



es decir, las dilataciones por unidad de longitud, paralela- 
mente á los ejes coordenados, según hemos dicho ya. 




Fioura 32. 

Del mismo modo, 26^, 20^, 26^ serán las variaciones de 
los tres ángulos rectos yz, xz, xy. 

Esto último puede comprobarse geométricamente. 

Porque si para la longitud OCy 6 sea para el incremento 
dz, la componente paralela al eje de las y de la deformación, 
se proyecta en CC, tendremos: 



ce 

OC 



= ángulo COC. 
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Suponemos CC sumamente pequeña, y confundiéndose 
con un arco de círculo trazado con O C por radio. 
De suerte que 

^^ ^^ = ángulo COC, 



OC dz 



Del mismo modo, si BE es la componente de la variación 
de la extremidad B de la recta OB, tendremos: 

= ángulo BOff. 



OB dy 



Por lo tanto, 

dv ^.^ _26i = ángulo COC + ángulo flOfl*; 



dx dy 

así| 2b i represéntalo que ha variado el ángulo'recto COB 
respecto á su valor primitivo. 

Tenemos, pues /Jos elementos principales de la deforma- 
ción del paralelepípedo. 

Claro es que no son más que las variaciones aproxima- 
das, es decir, proyecciones de los desplazamientos paralelos 
á los tres ejes, y proyecciones sobre los planos de los tres 
ángulos del paralelepípedo. 

Con estos tres desplazamientos y estos tres ángulos, se 
puede construir aproximadamente el paralelepípedo defor- 
mado. 

No insistimos sobre este punto, que no ofrece dificultad, y 
que puede verse con suficiente detalle en todos los tratados 
de esta materia. 

Se les da el nombre á ¿Zi, a^, a^, como hemos dicho, de 
dilataciones lineales de las aristas del paralelepípedo; y á 
26|, 26,, 2&3, que representan las disminuciones de los án- 
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gulos primitivamente rectos, yz, xz, xy, se les designa con 
el nombre de deslizamientos ó distorsiones, que son próxi- 
mamente los deslizamientos en las caras del paralelepípedo. 
En la conferencia próxima pasaremos ya al estudio de la 
deformación de superficies. 



Conferencia sexto. 

Señores: 

Anunciamos, al terminar la última conferencia, que en ésta 
trataríamos ante todo de la deformación de cualquier su- 
perficie infinitamente pequeña, situada en la inmediación de 
un punto M del sólido elástico, rodeando ó sin rodear á di- 
cho punto. 

Es la manera más clara y más sencilla de comprender la 
ley de deformaciones alrededor de todos y cada uno de los 
puntos del cuerpo. 

Si trazamos, envolviendo al punto Ai, una serie de super- 
ficies, dividiendo al espacio, por decirio de este modo, en 
capas, tendremos una imagen clara y sensible de las defor- 
maciones de dicha región^ expresando para ello analítica ó 
geométricamente la deformación de cada una de estas capas 
comprendida entre dos superficies sucesivas. 

Y, por lo tanto, tendremos que resolver este problema 
elemental: transformación ó deformación, que en este caso 
da lo mismo, de una superficie cuya ecuación se conozca. 

Esto, suponiendo, que por los medios que más adelante 
explicaremos, se ha resuelto el problema de las deformacio- 
nes del sólido, 6 mejor dicho, el problema de su elasticidad. 
Es decir, que suponemos conocidas u, v, w para cada punto 
en función de sus coordenadas x, y, z. 
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Sea M un punto del sólido elástico: imaginemos en la re- 
gión próxima á este punto, y, por ejemplo, rodeándole, una 
superficie, S, cuya ecuación sea 

referida á los ejes del sistema x, y, z. 

Para más sencillez, y ya que M es el punto de partida, lo 




Figura 33, 

tomaremos como origen de coordenadas, trazando por él 
tres ejes paralelos á los dados. 

Un punto cualquiera, N (fig. 33), de la superficie S, tendrá 
por coordenadas, según las notaciones de las conferencias 
precedentes, h, k, I, y la ecuación de la superficie, en vez 
de estar expresada en función x, y, z, contendrá como va- 
riables h, k, I 

Supongamos que la ecuación de la superficie referida á 

estos ejes es 

F (/?, k, 1) -- 0. 

El problema que vamos á resolver se reduce á lo si- 
guiente: 
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El punto M, en virtud de la deformación del sistema, vie- 
ne á parar á M\ punto definido por las deformaciones u, v, w. 

Cualquier punto de la superficie, Npov ejemplo, cuyas 
coordenadas primitivas sean h, k, I, vendrá á parar á una 
posición, N', cuyas coordenadas, con relación á M' como 
origen, representaremos por h\ k', t. 

Pues bien; se desea conocer la ecuación de la superficie 
deformada S^ referida al origen M' y en función de las co- 
ordenadas h\ k\ í. 

El problema es de una sencillez extraordinaria. 

Sabemos que se tiene : 

h' - h + u -u 
k' = k + v- V 

/'= / + iv'-W, 

porque cada coordenada será lo que era al principio, más la 
diferencia entre los desplazamientos de sus extremos. 

Ahora bien, como según decíamos en la conferencia ante- 
rior, el desplazamiento en cada punto es función de las co- 
ordenadas de este punto; las componentes del desplaza- 
miento de N\ á saber, u, v\ w\ serán funciones de x -f /r, 
y -\- k, z -[- I, que son en este caso las coordenadas de TV'; 
y desarrollando por la serie de Taylor, que suponemos apli- 
cable á estas funciones, y no tomando más que las primeras 
potencias de los incrementos, tendremos 



, du , , du , , du j 

u =u -\ h -\ k -\ /, 

dx dy dz 

, dv , . dv . . dv . 

dx dy dz 

1 dw . . dw , , dw . 

dx dy dz 
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Ó bien 

du . , du , , du , 
dx dy dz 

dv , , dv j , dv , 
dx dy dz 

dw . , dw , » dw , 
dx dy dz 

en que los coeficientes que son funciones de x, y, z> serán 
constantes para toda la región que rodea á Af. 

De aquí resulta, substituyendo en los valores de h', k\ V 



\ dx) dy dz 
dx \ dy) dz 



dx dy \ dz) 



En suma: h',k\ V son funciones lineales de A, k. I, y se 
sabe por Algebra que, despejando h, k, I, resultarán también 
funciones lineales de A', k\ /', que podremos representar 
abreviadamente de este modo : 

h = Ah'-]-Bk'+Cl\ 
k = A'h' + B'k' + Cr, 
l=A"h'+B"k'+C'V: 

las A, B, Cson constantes para la región infinitamente pe- 
queña, que rodea al punto M. 

Conocemos la ecuación de la superficie S, que es: 

F(h,kj) = 0; 
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luego para conocer la ecuación de la superficie S' , no hay 
más que substituir las A, k, I en función de las h\k\V y la 
ecuación que resulte, que será una relación entre h\k\ /', 
coordenadas de cualquier punto Af ' de la superficie deforma- 
da, será la ecuación de dicha superficie S' referida á NI' como 
origen. 
Tendremos, pues, para la ecuación de S\ 

F(Ah'+Bk'+Cr,A'h'-\-B'k'+Cr,A"h'+B"k'+Cr)^0. 

Si en vez de transformar una superficie hubiéramos queri- 
do transformar una línea, es decir, buscar las ecuaciones de 
la línea transformada, el método hubiera sido el mismo: siem- 
pre las antiguas coordenadas se expresarían por las mismas 
funciones lineales de las nuevas, h = Ah' -{- Bk' I- Ct, et- 
cétera, mientras se considere el mismo punto M' del sólido. 






De aquí se deducen varias consecuencias importantes. 

Puesto que la transformación se hace por funciones linea- 
les, la naturaleza de la ecuación no cambia. 

Si la línea es una línea recta, la línea deformada será una 
recta también, al menos la parte de ella comprendida en la 
región que se considera. 

Si el sistema es un ángulo rectilíneo, en un ángulo recti- 
líneo se convertirá dentro de la región inmediata á Ai. 

Si la superficie es un plano, al deformarse en la región pró- 
xima á Ai, continuará siendo un plano. 

Si el sistema es un poliedro de caras planas, el sistema de- 
formado será también otro poliedro de caras planas. 

Si la superficie es de segundo grado, en una superficie de 
segundo grado se transformará. 

Si la ecuación es algebraica y del grado m, conservará am- 
bos caracteres S\ 
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Pero esto en la región infinitamente pequeña que rodea al 
punto M que estamos considerando. 

Antes de pasar más adelante, séanme pennitidas algunas 
reflexiones de carácter elemental, á fin de que los principian- 
tes no den á éstos teoremas más extensión , ú otro sentido, 
que el que les corresponde. 

El que por primera vez estudia estas materias, podrá pen- 
sar: <(¡qué cosas tan misteriosas tiene la Naturaleza, y cómo 
las descubren y desentrañan las ciencias matemáticas!» 

La admiración está bien, y es muy justa; pero es forzoso 
darle su verdadero sentido. 

Supongamos que se sigue diciendo: <'¿no es admirable 
que al deformarse una.csfera, por ejemplo, se convierta pre- 
cisamente en un elipsoide? >. 

No es admirable, porque no.es cierto. 

Fijemos bien las ideas. 

Todos los resultados precedentes, y los teoremas que los 
sintetizan, son resultados aproximados, y no más que apro- 
ximados. 

Si consideramos alrededor del punto M una esfera infini- 
mente pequeña, esta esfera no se convierte en un elipsoide, 
sino en otra superficie de ecuación más complicada, aunque 
se aproxime á un elipsoide; porque no ha de olvidarse, que 
todos nuestros cálculos parten del desarrollo de u\v\w' por 
la serie de Taylor. Que en este desarrollo despreciamos los 
términos, desde los de segundo orden, y que por esta razón, y 
sólo por esta razón, las //', v\ w' primero, y luego las /?', le', /', 
son funciones lineales de h, k, /, y éstas á su vez, de li, k\ l\ 

Precisamente por esta circunstancia, la esfera se convierte 
en otra superficie de segundo orden, y las rectas continúan 
siendo rectas después de la deformación, y los ángulos rec- 
tilíneos, ángulos rectilíneos también. 

Si llevando más allá las aproximaciones, hubiéramos to- 
mado mayor número de términos de la serie de Taylor, nada 
de esto se hubiera verificado. 
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De suerte que los teoremas á que nos referimos son apro- 
ximados y no más. 

Si queremos darles un sentido riguroso, debemos enun- 
ciarlos de otra manera. 

Por ejemplo: lomando el de la esfera, deberiamos decir: 
si se determina la superficie en que se convierte una esfera 
infinitamente pequeña, al tender esta esfera hacia cero, ta su- 
perficie deformada tiende y se aproxima tanto como se quie- 
ra á un elipsoide. 



Antes de pasar adelante, debemos hacernos cargo de una 
observación que en la conferencia precedente hicimos. 

Decíamos alü, las deformaciones alrededor de un punto 
M dependen de nueve constantes, 



y, sin embargo, al calcular la dilatación lineal, ó al calcular 
la variación de un ángulo, la vanación de la recta ó la va- 
riación del ángulo sólo resultaron funciones de ú,, a., a¡, 
6i, &j, b.^, es decir, de tres dilataciones lineales y de tres 
deslizamientos. En ambos cálculos, el de la recta y el del 
ángulo, los términos que contenían pi, p-,, p-^, desaparecieron: 
estos términos se destruyeron dos á dos, y esto se repetiría 
en multitud de ejemplos. Mas aún, cuando calculemos más 
adelante las tensiones en función de las deformaciones, no 
tendremos en cuenta las nueve constantes, sino las seis que 
acabamos de indicar, 

fl, a^ fls. 

b, 6, b,; 
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y de las Pi, P2, Pa, prescindiremos por completo: mejor di- 
cho, ellas desaparecerán en los resultados. 

Circunstancia es ésta que ha dt llamar la atención del 
principiante al estudiar cualquiera de los tratados de Elasti- 
cidad conocidos. 

Al fin y al cabo, las u^ v^ Wi, dependientes de la p, son des- 
plazamientos efectivos, cuya existencia hemos demostrado; 



/P 




Figura 34. 



¿pues cómo es, vuelvo á repetir, que prescindamos de dichas 
constantes y que si no prescindimos nosotros el cálculo las 
elimina? 

La explicación es elemental. Y, sin embargo, el hecho 
tiene bastante importancia para que M. Poincaré lo tenga 
en cuenta: nosotros nos contentaremos con una sencilla 
observación que creemos suficiente. 

Recordemos, figura 34, la descomposición de un despla- 
zamiento cualquiera, N N\ en tres desplazamientos ele* 
mentales. 

Dijimos que el desplazamiento NN' de un punto cual- 
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quíera, N, se componía: Primero, de un desplazamiento NNi 
igual y paralelo al del punto Ai. Segundo, de un giro TVi N, 
alrededor de un eje MP cuyas componentes eran pi p.» p .- 
Las componentes de este desplazamiento las designábamos 
por í/i, r,, w,. Tercero, de una deformación representada por 
el desplazamiento M TV' normal á una determinada super- 
ficie de segundo orden E. 

Pues bien, del giro N^ N^, es del que se prescinde, y si 
no se prescinde, se elimina por el cálculo espontáneamente, 
siempre que se trata de determinar magnitudes de las defor- 
maciones. 

Veamos ahora la razón. 

Y para ello vamos ante todo á invertir el orden de los 
dos últimos desplazamientos, lo cual, tratándose de super- 
posición de movimientos infinitamente pequeños, es legí- 
timo, salvo diferencias de orden superior. 

Es decir, que consideraremos primero (fig. 35) la deforma- 
ción N Nj igual y paralela á M My cuyos componentes 
son u, V, w. 

En segundo lugar, en vez de considerar la rotación, con- 
sideraremos la deformación TV^ TVo. 

Y, por último, al sistema deformado por estos dos des- 
plazamientos le aplicaremos la rotación TV, TV'. 

Pero al aplicar esta rotación á toda la masa que rodea al 
punto M, la consideraremos como solidificada, después de 
haber experimentado todos los puntos los desplazamientos 
análogos á TV TV,, que, dicho sea entre paréntesis, no defor- 
ma el sistema, porque es una traslación; y la deformación 
TV, TV^> que sí lo deforma, porque se compone de normales á 
superficies curvas. 

Al sistema que resulta y á todos los puntos del mismo 
como si constituyeran un cuerpo sólido, es al que aplicamos 
la rotación P, que está representada por TVo TV'. 

Pero cuando un cuerpo sólido gira alrededor de un eje, 
todas sus rectas contiiu'ian siendo rectas y con la misma 
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magnitud que tenían; sus ángulos rectilíneos continúan inva- 
riables; cualquier figura sólida del interior del cuerpo conti- 
núa invariable también. 

La rotación P no introduce deformación ninguna; luego 
en el cálculo de las magnitudes de las deformaciones no debe 
influir y por eso desaparecen siempre las constantes Pi po Pz- 

Lo único que hace la rotación P es variar en conjunto la 





;• 



Plflura 35. 

figura ya deformada que rodea al punto M, separándola án- 
gulos infinitamente pequeños de su primera posición. 

Y ya tendremos ocasión de citar alguno de estos casos. 

Pero como en todos los cálculos de la Elasticidad lo que 
nos interesa son las magnitudes de las deformaciones, por 
eso poquísimas veces tendremos que referirnos á las constan- 
tes Pi, Pj, Pg, y diremos, como dicen los autores, que la teoría 
de la Elasticidad, por el método de Lame y sus análogos, 
depende tan sólo de seis constantes para cada punto, 

¿7, a, a. 

h^ 6., í?.,; 
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es decir, de tres dilataciones según los ejes, y de tres desli- 
zamientos según los planos coordenados. 






Pasemos ya á estudiar la superficie de dilataciones. 
Consideremos (fig. 36) una recta cualquiera, Ai N, que va 
del punto Ai que estamos estudiando á otro punto cualquie- 




:yy 



y 



Plflura 36. 



ra N, comprendido en la región infinitamente pequeña que 
rodea á Af. 

Supongamos una deformación y supongamos que nos es 
conocida: hipótesis que estamos haciendo constantemente 
en el estudio de las tensiones y en el estudio de las defor- 
maciones, como en el álgebra y en el análisis se suponen 
conocidas muchas cantidades aunque no se las conozca. Se 
las representa por letras y se busca el modo de relacionar- 
las entre sí, de estudiar sus propiedades, de determinar 
ecuaciones á que deban satisfacer: y se hace esto precisa- 
mente para determinarlas, deduciéndolas de dichas relacio- 
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nes. No es otra cosa lo que estamos haciendo en estas con- 
ferencias. 

La recta M N por la deformación del sistema ocupará 
otra posición. El punto M habrá venido á parar á Al'; el 
punto Ny á N". Y la recta MN se habrá transformado en 

En general, no será paralela á Af TV ni tendrá la misma 
longitud. 

Y en su posición absoluta, dicho sea entre paréntesis, in- 
fluirían Pi P2 Pa. 

En lo que no influirán estas constantes será en su magni- 
tud, ni, por lo tanto, en la diferencia Af' N'—MNy ni tampoco 
en la relación 

M'N'-MN 



MN 



es decir, en la dilatación lineal. 

Obtuvimos para el valor a de esta dilatación lineal, en fun- 
ción de los cosenos directores, 

fl = flj «2 + fl, f(-? + fl, y2 ^ 2í?,,3y + 2í?o ya + 2&, a.3. 

Tomemos sobre MN una longitud, MA, igual, numérica- 
mente, á la relación inversa de la raíz cuadrada de a; mejor 
dicho, de dr a, en la escala necesaria para que no sea con- 
fusa la figura. De modo que 

MArr-. — ! — . 



y ±a 



y advirtamos, que para todas las longitudes ó porciones de 
la recta MN, sea cual fuere la posición de Ny como la dilata- 
ción lineal por unidad de longitud, a. será la misma, siempre 
obtendremos el mismo punto A. 

a." parte. lo 
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Repitiendo este cálculo y esta construcción para todas las 
rectas que partan de M, las cuales se deformarán según rec- 
tas que partirán de M\ tendremos una serie de puntos análo- 
gos al A, que determinarán una superficie S alrededor del 
punto M. 

Determinemos la ecuación de esta superficie. 

Llamando x, y, z á las coordenadas de un punto cual- 
quiera A, de dicha superficie, estas coordenadas MC, CB, 
BA, serán proporcionales evidentemente á los cosenos di- 
rectores de M N; es decir, 

JL — JL - — 

a jS y ' 

relación que será igual también, por la semejanza de trián- 
gulos, á 

MA 



1 



ó bien á 



1 
de modo que tendremos 

X __y_ ___£_ 1 

^ r v^±7 

Hemos puesto el signo ± bajo el radical, como hicimos 
en un problema análogo al tratar de las tensiones, para evi- 
tar las cantidades imaginarias. Si a es una dilatación, será 
positiva y tomaremos bajo el radical el signo -|-. Si es una 
contracción, será negativa y habrá que tomar el signo — para 
que el radical sea real. 

De las ecuaciones anteriores deducimos 
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y substituyendo en la ecuación que determina a^ dividiendo 
por Qy y cambiando signos, resultará 

zh 1 = fli x2 + flj y2 ^ fl^ ^2 _^ 26i yz + 26o x z + 2&3 xy, 

que es una ecuación de segundo grado, ó que también podrá 
representar dos ecuaciones si hay que tomar el signo ±. 

No insistimos sobre este punto, porque tendríamos que re- 
petir lo que ya se dijo al tratar de la indicatríz de tensiones. 

Supongamos que, para todas las rectas que partan de M, 
resulta a positiva: deberemos entonces tomar el signo +, y 
la superficie representará un elipsoide, el cual, gráficamente, 
nos dará la dilatación que corresponde á todas las rectas que 
partan de Af. 

No habrá más que buscar la intersección de cada recta , 
por ejemplo, MN, con dicho elipsoide, establecer la ecuación 



M A= ^ 



y despejando, tendremos la dilatación lineal a correspondien- 
te la dirección MN; es decir, 

1 
a — ó 



MA 



Pero si nos da la dilatación correspondiente al vector MN 
de que se trata, no nos da su posición; para determinar ésta, 
sería preciso determinar M'N\ 

Por último, si para ciertas direcciones a es positiva, y para 
otras es negativa, habría que tomar el doble signo y tendría- 
mos dos hiperboloides, uno de una hoja y otro de dos, am- 
bos conjugados. 
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De la ecuación precedenle se deduce una consecuencia 
muy importanto, análoga á otra que dedujimos en el estudio 
de las tensiones. 

Puesto que dicha ecuación representa una superficie de 
segundo orden, que es fija y determinada, dentro del orden 
de aproximación establecido, para cada pimto M del sólido, 
claro es tendrá ejes principales, que pasarán por el origen, 
que es el centro; y si los ejes primitivos de sistema hubieran 
sido paralelos á los ejes de este elipsoide correspondiente al 
punto M, claro es que los rectángulos de las variables no- 
aparecerían y hubieía tenido la ecuación la forma. 



± I = a.x^ 



- a,y- -)-£i:jí-. 



Asi, para este sistema de ejes, 

éj = O, 6, - 0, 63 - 0. 

Pero recordemos que b„ b.., b.^, ó mejor dicho, 26,, 26„ 
2Í'„, representan la variación de los ángulos rectos de los 
planos coordenados por virtud de la deformación; luego, en 
este caso, dichos ángulos rectos no varian, continúan siendo 
rectos. De donde se deduce este teorema importante: para 
cada punto de un sólido elástico hay tres direcciones, que se 
¡laman principales, y que constituyen un trirrectángulo; el 
cual, después de la deformación, continúa siendo trirrectán- 
gulo. 

Fijemos bien las ideas. 

Si para un punto Af {fig. 37), MA, MB, MC son las di- 
recciones de los tres ejes de! elipsoide, y suponemos siem- 
pre que de un elipsoide se trata, y los ejes que se han esco- 
gido para el sistema x, y, z son paralelos á A, B, C, la 
superficie de dilataciones, mejor dijéramos, de la relación 
inversa de la raíz cuadrada de las dilataciones, tendrán tres 
ejes: MA , , MAo , MA.¡ , paralelos á ic, y, z, y sus longitudes 
serán: 
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MAi~- 



Va, 



, MA 



2 



^ , MA,= ' 



Va. 



\/as ' 



y la ecuación del elipsoide, que^stá representado, en parte, 
en la figura, tendrá la forma 

Habrán desaparecido los rectángulos de las varia- 




...>? 



/ 



Figura 37. 



bles, porque sus coeficientes serán nulos: de modo, que 



y, por lo tanto, el ángulo AMB, al convertirse por la defor- 
mación en A'M' B\ continuará siendo recto. 

Del mismo modo, el ángulo AMCy convertido en AM'C\ 
será recto también. Y otro tanto podemos decir del ángulo 
BMC y que se transformará en otro ángulo recto, B'M'C\ 

En suma; el trirrectángulo Ai se habrá convertido en el 
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trirrectángulo M', siendo MM' el desplazamiento ó la defor- 
mación del punto M. 

Continuará siendo trirrectángulo, pero no paralelo en ge- 
neral, á la posición primitiva. 

Las tres dilataciones ^i a^ a.s, se llaman dilataciones prin- 
cipales, y corresponden á los tres ejes de dicho elipsoide; 
pero en magnitud, no en posición, porque las rectas MA, MB, 
MC, toman las posiciones M'A\ MB\ MC. 

Para que estas dilataciones conserven el paralelismo, es 
preciso que no existan rotaciones, como se deduce de los 




Floura 38. 



valores de u\ v\w\ó como se deduce geométricamente con 
facilidad suma. 

En efecto; haciendo cero las 6 y p en las fórmulas que 
dan u\ v\ w\ y tomando un punto del eje de las x, en cuyo 
caso k y I también serán nulas, tendremos 

f/' -- // + fli /?, 
v' - ^ V, 
\v - w. 

Es decir (fig. 38), que si tomamos un punto A^ del eje de 
las X, y si el punto M se transporta á Ai', siendo u, v, w las 
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componentes del desplazamiento MM', el punto A\, á que 
viene ^ parar A^, tendrá por desplazamientos la misma v y 
la misma w; por lo tanto, estará en la recta que pasa por Af ' 
paralela al eje A . 

En suma; los desplazamientos, según los ejes del elipsoi* 
de, conservan su dirección en este caso; es decir, si 

y además, 

6^ = 0,62 = 0,63 = 0. 

Pero no lo conservarían si subsistieran las p, porque no 
tendríamos 

v' = V, w' = w: 

en los segundos miembros habría términos con/7. 

El último problema que teníamos que tratar, después de 
ver cómo cambia de posición un punto, cómo varía un seg- 
mento de recta, cómo cambia de magnitud un ángulo y cómo 
se transforma una superficie, es el de la transformación de 
un volumen. 

* 

* * 

Vamos, pues, á ocuparnos en estudiar la dilatación 
CÚBICA, producida poF una deformación. 

Y claro es que la palabra dilatación es palabra genérica, 
puede ser positiva ó negativa; si es negativa, será una con- 
tracción. 

La parte del sólido que rodea á cada punto M, al defor- 
marse el cuerpo, cambiará el volumen de todos sus ele- 
mentos. 

Si en esa parte inmediata al punto Af consideramos un 
cubo, ó más, en general, un poliedro cualquiera, éste polie- 
dro 3e habrá convertido en otro que, en general, tendrá dis- 
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tinto volumen, mayor si ha habido dilatación, menor si el 
sistema se ha contraído. Ahora bien , á la relación de este 
incremento, con el volumen primitivo ^ es á lo que se llama 
dilatación cúbica. 

Puede resolverse el problema en términos generales y aun 
para deformaciones finitas. 

Pero como tratamos de deformaciones infinitamente peque- 
ñas, aplicaremos otro método sencillo y rápido. 




Figura 39. 



Consideremos un punto, M, y determinemos para este 
punto la dilatación cúbica infinitamente pequeña. 

Escojamos por ejes coordenados los tres ejes principales 
que hemos defínido en esta conferencia, y construyamos el 
paralelepípedo de la figura 39, MABCf cuyo triedro coinci- 
de con el de los planos coordenados. 

Designemos sus aristas por A^ B, C. 

Y determinemos la dilatación cúbica de este paralelepípe- 
do, es decir, la dilatación por unidad de volumen. 

Después de la deformación, el punto Ai habrá venido á 
parar á Af', y las aristas MA, MB, Ai C se habrán convertido 
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en M A, M B\ M C\ que serán tres rectas, porque toda rec- 
ta se transforma en otra, y el paralelepípedo se habrá con- 
vertido en otro paralelepípedo M A' B' C, 

Como se trata de espacios infinitamente pequeños y de 
deformaciones infinitamente pequeñas también, puede supo- 
nerse y podría demostrarse que, con errores infinitamente 
pequeños de orden superior, las rectas paralelas se convier- 
ten en rectas paralelas, y los planos paralelos, en planos pa- 
ralelos también; de suerte que el paralelepípedo primitivo se 
habrá convertido en otro paralelepípedo que está señalado 
de trazos en la figura. 

Pero hay esta circunstancia, que facilita el problema: los 
ángulos rectos de las caras AMB, BMC, CMA se conser- 
van ángulos rectos en la deformación, puesto que los ejes 
son principales, es decir, que tendremos 

A'M'B' ^ 90", B'M' C = 90", CM'A' = 90°; 

luego el paralelepípedo deformado será también trirrectángulo 
como el primitivo, y su volumen será el producto de las tres 
aristas; y así, llamándolas A, B\ C, tendremos para ambos 
paralelepípedos : 

Volumen MABC — A.B. C 
Volumen M'AB'C^A.B'.C. 

Si representamos por a\y a\,, a\ las dilataciones princi- 
pales que corresponden al punto Af, las nuevas aristas serán, 
evidentemente, iguales á las primitivas, más el incremento 
que se obtendrá para cada una, multiplicando su longitud por 
la dilatación lineal por unidad. 

Así, 

A ^ A +Aa\ = A{\-\-a\) 
B' = B-\-Ba.=^ B{\ +a',) 
C-C+Ca', =C(l+a,). 
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De aquí se deduce 

volumen M A' B'C =A\B.C = 
= A.B.C (I + a\) (1 +a\) (1 + a\) 
y volumen M A'B^ C — volumen Ai i4BC = 
^A.B.C{\ '\ a\){\ +íí'2)(l +a'3) — i4,B,C; 



luego 

volumenAf'yl'B'C— volumen MABC 
volumen MABC 



= dilatación cúbica. 



será igual, llamándola 6, á la siguiente expresión: 
e:-.(l+fl\)(l+fl',)(l+fl'3)-l; 

ó desarrollando, 

9 = fl'i + ^'> + fl'a + íí 1 íí'i' + tf'i^'j + tf'f tf'a + fl'i ^'2 fl's- 

Pero como las dilataciones lineales hemos supuesto que 
son muy pequeñas, los últimos términos de la expresión an- 
terior serán de segundo y tercer orden y podremos despre- 
ciarios. Tendremos, pues, para la dilatación cúbica en un 
punto Af, la expresión sencillísima que ya obtuvimos en el 
año anterior; 

Recordemos que estas tres cantidades son las derivadas 
parciales de primer orden de las componente del desplaza- 
miento que experimenta Af, tomadas dichas derivadas con 
relación á x, y, z, y aplicadas á dicho punto M: es decir, 

du , dv . dw 
a i = — , a * - — , (/ .. = — . 

dx ' dy dz 
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Más claro: suponiendo el problema de la Elasticidad re- 
suelto, conoceremos u, v, w en función de x, y, z; pues bien, 
se tomarán las derivadas de u, v, w en función de x, y, z: 
resultarán tres funciones de estas variables y se substituirán 
en ellas las coordenadas del punto M. Sumándolas tendre- 
mos la dilatación cúbica. 

Todo esto suponiendo que se han elegido los ejes parale- 
lamente á los ejes principales que corrresponden al punto M. 

Esto parece que quita generalidad á la solución, porque 
la dilatación cúbica que acabamos de hallar, 

fe du . dv . dw 
dx dy dz 

sólo se aplica para cada punto á los ejes principales del 
mismo, y estos ejes tienen, en general, direcciones distintas. 
Sin embargo, la solución veremos que es general, porque 
la expresión precedente, es lo que se llama una invariante 
cuando se cambian los ejes, conservándose siempre rectan- 
gulares. 

Para demostrarlo, cambiaremos de ejes rectangulares, y 
veremos que la forma de a^ + a> + a., no varía. 

Ahora bien, para hallar los coeficientes ay b, cuando se 
cambian los ejes coordenados, basta seguir el mismo proce- 
dimiento que seguimos al tratar de las tensiones. 

Los coeficientes ay b acabamos de ver, que son los coe- 
ficientes de x2, y-, z^, yz, xz, xy en la ecuación de las dila- 
taciones 

ai^^ + o-y^ + fl» z'^ + 2b,yz-\- 2b.zx + 2b, xy - zti 1. 

Por lo tanto, cambiaremos de ejes rectangulares mediante 
las fórmulas ordinarias 
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^=yix' + y,y' + y-^z\ 

y determinaremos los coeficientes de la nueva ecuación. 

Pero no hay ni siquiera que repetir los cálculos, no hay 
más que substituir á N^, M, M, las cantidades a^, a^, a^, 
que son los coeficientes de los tres primeros términos de la 
ecuación precedente antes de hacer el cambio de coordena- 
das, y substituir asimismo á N\, N\, yV'.j, las cantidades 
a'i, fl'2, a'3, que representarán los coeficientes dex'^, y'-, z'^ 
en la nueva ecuación. . 

Del mismo modo substituiremos á Ti, T., T¿ las cantida- 
des 61, 6.,, &o. 

Tendremos, pues, copiando de las fórmulas que hemos ci- 
tado, las tres primeras ecuaciones, y haciendo las substitucio- 
nes indicadas: 

a\ = a,y.\ + a/y, + a,Y\ + 2b, ?,^,+ 2b,y,:i, +263^1?!. 
a.j - í/i'-'"... f (i>fi'2 + ^jíT*^2 +26,,\,Y_. +26372^2 +263«232, 
fl;,= £/ia2,^ -f a,,,3íj. + a^Y'o + 26, ^.v.j -1-26.^33. +2&;, 3fj..%¡. 

Supongamos que se pasa de ejes arbitrarios x, y, z, pero 
rectangulares, á los ejes principales x' y\ z\ que son tam- 
bién rectangulares; de suerte que los ángulos yz, xz, xy 
valdrán 90'\ 

En esta hipótesis, las nuevas a\, a\, a¿f serán las dila- 
taciones principales, y sumando las ecuaciones precedentes, 
tendremos: 

a\ -t a', + a,=a,(^\ +''-.. + »^i)-|- «..(.^^ + ?', í- P-.) + 

+ flü( T ^ + f-2 + y'.) + 2b, Q, Y, + .3, V, + .3, Y,)-l- 

■i-2¿',(r,', 4- i.', f T:;".) f 2ft,(a.,3rH=':..3. + «.,3:,) 

Pero los coeficientes de a^ a.,, a,,, por la propiedad de los 
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cosenos de los ángulos que forma una recta con tres ejes 
rectangulares, serán ¡guales á 1; y los coeficientes de í?,, 69, 6;, 
que representan los cosenos de los ángulos de dos rectas 
perpendiculares entre sí, como son los ejes, serán iguales á 
cero; sin contar con que b\, í?'.,, í?'., puesto que los nuevos 
ejes son los principales para el punto de que se trata, también 
serán cero; de suerte que la ecuación se reduce á esta otra: 

fl'i + fl's + fl'ií = ^1 + ^2 + «3- 

Es decir, que para tres ejes rectangulares cualesquiera, la 
suma de las dilataciones, según los ejes, es igual á la suma 
de las dilataciones principales, y, por lo tanto, todas estas 
sumas son iguales entre sí. Al pasar de unos ejes rectangu- 
lares á otros, la suma de las dilataciones lineales no varía, 
es una invariante, pero ya sabemos que estos coeficientes 
son las derivadas u, v, w, con relación á x, y, z. 

Es decir, que, en general, 

• 

da . dv , dw . . 

i 1 = constante. 

dx dy dz 

Ni cambia el valor, ni cambia la forma; siempre son los 
tres términos de dicha expresión las derivadas primeras de 
las componentes de los desplazamientos con relación á :c, y,z. 

Pero hemos demostrado, que para los ejes principales esta 
suma representa la dilatación cúbica; luego, sean cuales fue- 
ren los ejes rectangulares que se consideren, tendremos : 

dilatación cúbica = h 1 1 . 

dx dy dz 



« 4> 



Y hemos terminado con esto, en los límites elementales de 
estas conferencias, el estudio de las dilataciones: debemos 
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ya pasar á la expresión, hablando en ténninos generales, de 
las dilalaciones, ó esfiíerzos, en función de las deforma- 
ciones. 
Pero antes, y para temUiiar esta conferencia, insistirenios 

sobre un punto sumamente sendllo á que nos hemos referido 
anleriomienle. 

Hemos dicho, tratándose de deformaciones infinilamente 
pequeñas, y dentro de las aproximaciones que venimos acep- 
tando, que lodü recta se transforma en otra recta dentro del 
espacio ínrinitamente pequeño que rodea al punto M: y den- 
tro del mismo espacio, todo plano se transforma en otro 
plano. 

Pero dijimos más: que dos rectas paralelas se transforman 
en otras dos rectas paralelas, y que con dos planos paralelos 
sucede lo mismo, á salten que después de la deformación se 
convierten en dos planos paralelos también. 

En rigor, basta demostrar lo último, porque la intersec- 
ción de dos planos que son paralelos á otros es paralela á 
la intersección de los dos primeros. 

Nos proponemos, pues, demostrar que SÍ dos planos, 
P,P'. son paralelos, los planos en que se transforman, que 
llamaremos í? y Q', serán paralelos también. 

Pero hay que fijarse bien; decimos que si P y P' son pa- 
ralelos entre sí, Q y Q' lo serán también; pero no decimos 
que Q sea paralelo á P, ni Q' á P'. 

Ni tas rectas, ni los planos, ni las figuras en general se 
transportan paralelamente á sí mismas. 

Sea la ecuación del plano P. . Xf. + 'fiy-\-fZ — K 
y la del plano P' xa + 3y -j- yz=fC', 

en que *, 3, y son los cosenos directores de las normales: 
por eso ponemos los mismos coeficientes en los primeros 
miembros; porque siendo los planos paralelos, serán parale- 
las las normales. 
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Para seguir la notación general, y suponiendo que se toma 
por origen el punto Ai, que estamos considerando, llamare- 
mos A, /r, / á las coordenadas de ambos planos, y ten- 
dremos : 

plano P aA + ,3A- + y/ = A^ 

plano F aA -f ,3Jt + y/ - /T. 

La deformación convierte las h, k, I para cualquier punto 
en A', k\ /', y sabemos que se expresan A', k\ i en función 
de A, /r y /, por las fórmulas, 

A' = A + ¿/' — ¿/ 

k' = k + ü —u 
V == / + ¿/'_-¿/, 

y que á su vez ¿/' — w, v' — v,w' — w tienen por valores, 
introduciendo las constantes a, b, p, 

//' u ^=p> I P:ik -\- Qih + b.\k -f- b.jl 

V'— V =/7:jA — Pil + 6;iA + 0^2^ + bil 

w' — w = P|Ár — P2A + b^h -\-bik -1^./, 

que son lineales en A, Ar, /. 
Tendremos, por lo tanto, substituyendo y ordenando 

A' = (l +a,)h + {b,-ps)k + {b, + p,)l 
k' ={P3 + b,)h + {í+a,)k + {b,--p,)l 
r = {b,-p,)h + {b,+p,)k + {l+a,)L 

Según el método que hemos explicado, para hallar la 
ecuación de la transformada de una superficie, tendremos 
que despejar A, /r y / de estas tres ecuaciones en función de 
A', k\ /' y substituir estos valores en las ecuaciones de los 
dos planos. 

Pero estas ecuaciones son lineales; luego se sabe por Al- 
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gebra, que h, k y I se expresaran en función lineal y homo- 
génea de A', k\ ¡\ y podremos representar, pues, estos va- 
lores del siguiente modo: 

h = Ah' - Bk + Cr 
k .4,A'-f fi,A-'- Cj 
I -^A.h'-BA' -CJ; 

y substituyendo, en las ecuaciones de los dos planos, éstas 
se convertirán en las siguientes: 
para la transformada de P^ 



a{Afi' -- Bk' -r en ^ XA,h' -f B,k' -- CJ) -i 
- 'í(A,h' + BA' -f CJ) -- K; 

para el plano P 

%{Ah' i- Bk' -r Cr)^XA,h' -^- B,k' -f C/)-} 
+ y(>i^a' + B.k' -f CJ) = K': 

y ordenando 

(^A -f Mi -: -A^h' -: (xfi -^- .^fi, + vR)*' -i 

{'lA -: Mi - vA,)//' -T i^B ^ ?fi, -r- yB,)k' + 

Estas ecuaciones finales son de primer grado en h\ k', t; 
luego representan dos planos como debía ser, á saber, los 
planos Q, Q\ Pero los coeficientes de las tres variables son 
iguales; luego son planos paralelos, con lo cual queda de- 
mostrado el teorema: 

Si P, P' son paralelos, los planos transformados Q, Q 
son también paralelos entre sí. 

De aquí se deduce, como ya habíamos dicho, que todo 
paralelepípedo se transformará en otro paralelepípedo, por- 



que en el poliedro transformado las caras serán paralelas 
dos á dos. 

Por eso en la figura 39 hemos podido suponer que el pa- 
ralelepípedo M A B C se transformaba en otro paralelepípe- 
do M'yl'B'C. 

En la conferencia próxima empezaremos el estudio de la 
tercera parte del método, es decir: expresión de las tensiones 
en fundón de las deformaciones. 



k 



Conferenola aéptin 



Señores: 



r 



Hemos estudiado en las conferencias precedentes las dos 
primeras partes de las varias, que han de formar la materia 
del presente curso. Y eran ambas, el estudio de las tensiones 
en un punto de un sólido elástico y alrededor del mismo; y 
el de las deformaciones en esta región infinitamente pequeña 
que comprenda al punto en cuestión. 

Al terminar la conferencia precedente ya indicamos, que 
procederíamos en ésta á la determinación de las tensiones en 

mción de las deformaciones. Empecemos, pues. 



-Determinación de las teasioaes ea fuDcIda 
de las detormacloDea. 



Y lo decíamos al empezar el estudio del método de 
Lame: Puede considerarse como un resultado experimental 
este principio, á saber: que en un sólido elástico, las tensio- 
nes son dependientes de las deformaciones, de suerte que, 
conocidas éstas, las primeras quedan determinadas. Y tam- 
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bien puede decirse que, á ta inversa, conocidas tas tensiones, 
las deformaciones de ellas se deducen. 

En suma: las tensiones y las deformaciones están enlaza- 
das entre sí analitrcamenle. 

E indicábamos que éste es 6 puede considerarse como un 
hecho experimental: todo el arte de las construcciones 
y la mecánica aplicada á las mismas, no tiene otro funda- 
mento. 

Cuando una columna sostiene una carga y se acorta cier- 
ta longitud, este acortamiento es función de dicha carga y 
para cada material experimentalmente se determina. 

Cuando un hilo sostiene un peso, el hilo se extiende y el 
estiramiento es función del peso también para cada clase de 
metal ó de substancia. 

Casos son estos particulares del teorema general. Aquí la 
deformación es la más sencilla posible: un acortamiento 6 un 
alargamiento. 

Y la variación depende de la carga, y recíprocamente, 
á una variación dada, ó sea á una deformación en longitud, 
corresponde una fuerza exterior definida: una compresión 
determinada en todos lo puntos de la columna; ó una ten- 
sión determinada también en todos los puntos del alambre. 

Por eso decimos, generalizando estos y otros resultados 
déla experiencia: el principio de que ahora partimos puede 
considerarse como un principio experimental. 

No era así en el método de Cauchy, en que partíamos de 
una hipótesis relativa á la constitución de los sólidos elásti- 
cos, considerándolos compuestos de multitud de puntos ma- 
teriales sujetos dos á dos por fuerzas reciprocas é iguales 
dependientes de las masas y de las distancias. 

Dada esta hipótesis, era una consecuencia matemática, ó, 
mejor dicho, era una consecuencia de los principios de la Me- 
cánica racional, que las deformaciones y los esfuerzos inte- 
riores habían de estar entrelazados entre s( por expresiones 
analíticas. 
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En cambio, en el método de Lame, ó en un método aná- 
logo al suyo, pero en que para nada se acuda á la idea de 
Cauchy, estas relaciones, entre las tensiones y la deformacio- 
nes, las consideramos, según queda dicho, como generaliza- 
ción de resultados experimentales. 






Afirmamos, pues, que las tensiones dependen analítica- 
mente de las deformaciones. 

Pero no hay que tomar ni unas ni otras en su totalidad; 
porque como alrededor de cada punto hay infinitas tensio- 
nes, puesto que por dichos puntos pasan infinitos planos 
elásticos, y como alrededor de cada punto hay infinitas de- 
formaciones, porque se pueden trazar infinitas rectas é infi- 
nitas figuras, el problema, tomado con la generalidad que lo 
tenemos expuesto, equivaldría á este otro: expresar infinitas 
cantidades en función de otras infinitas. 

Afortunadamente, en estos casos no es difícil hacer que 
brote la luz. 

Porque todas las tensiones alrededor de un punto, es 
decir, cada una de por sí, hemos visto que dependen de seis 
tensiones fundamentales, que llamábamos 

Nu N^. N,, T,, T^, T,; (1) 

siendo las tres ptimeras normales á los tres planos coordena- 
dos y estando las tres últimas situadas en dichos planos. 

Hemos visto también, que todas las deformaciones alrede- 
dor de un punto dependen de otras seis cantidades que de- 
signábamos de este modo: 

Qu «21 ^n, bu í?2, í?3; (2) 



representando las tres primeras las dilataciones lineales co- 
rrespondientes á los ejes; y representando las (res últimas las 
variaciones de los ánguk>s de dichos ejes, á que dábamos el 
nombre, según costumbre, de deslizamientos. 

De aqui se deduce que expresar las tensiones en función 
de las deformaciones se reduce á expresar las seis cantida- 
des (1) en función de las seis cantidades (2); es decir, las N 
y T en función de las a, b. 

Luego el problema que ahora estamos resolviendo conis- 
te en determinar las seis ecuaciones siguientes: 

AT., = -.,. (o,, a,, o,, 6„ 6,. ft,), 
r, = A, (a„ a,. Oj, b,. b^ 6,), 
7", = ^, (Oí, a,, a^, 6,, ftg, ft,), 
7":, = -l^ (o„ o,¿, o,, &,, &g &s)- 



(3) 



En el método de Cauchy, este problema era natural, y en 
teoría, sencillo: todas estas funciones ^ y ^ se deducían de la 
hipótesis única que al principio del método se formulaba. Di- 
chas funciones eran una consecuencia de las condiciones ini- 
ciales del sistema y de la función única que expresaba la ley 
de acción entre cada dos puntos. 

En este caso, es decir, en este método de Lame, no es asi. 
Hay que acudir á un recurso á que siempre se acude en Fí- 
sica experimental, cuando partiendo sólo de la experiencia 
se quieren establecer relaciones matemáticas entre los datos 
y las incógnitas. 

A saber: desarrollar ó suponer que están desarrolladas las 
funciones ?, I por la serie de Taylor, ó mejor dicho, para este 
caso por la serie de Maclaurin, puesto que vamos á obtener 
desarrollos, que estarán ordenados, no por las potencias de 
los incrementos de las variables, sino por las potencias de 
las varíables mismas. 
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Claro es, que se nos podrá objetar, que otro tanto hacía- 
nlos en el curso anterior al explicar el método de Cauchy; 
pero aunque, en realidad, en uno y en otro caso venga- 
rlos á hacer lo mismo, los motivos son completamente dis- 
ti ntos. 

Allí, si acudíamos á los desarrollos» era para salvar impo- 
nencias del cálculo; era por una razón analítica, por decirlo 
de este modo, y además, porque no conocíamos la naturaleza 
de una sola función / (r). Que si conociésemos esta función 
y el cálculo matemático fuera perfecto para toda clase de 
ecuaciones y de relaciones, se comprende que el desarrollo 
en serie hubiera sido inútil. 

En este caso, y para el método que vamos explicando, 
acudimos al método de Maclaurin, porque ignoramos la na- 
turaleza de todas las funciones ? y ^, y como método de 
aproximación, tomamos los primeros términos de dicho des- 
arrollo. 

Asi, en Física experimental, cuando se ignora la relación 
que hay entre dos variables, se supone como primera aproxi- 
mación, dado que la experiencia lo confirme, que es una fun- 
ción lineal, de suerte que, geométricamente, está represen- 
tada por una línea recta. 

Pero prescindamos de esta discusión, que nos llevaría muy 
lejos, y volvamos á las ecuaciones (3), que expresan las seis 
tensiones características N, T en funciones de las seis defor- 
maciones a, b, de las que dependen todas las demás. 

Consideremos la primera, y lo que de ella vamos á decir, 
pudiéramos repetir para las restantes. 

Admitimos hipotéticamente, que el segundo miembro se 
puede desarrollar por la serie de Maclaurin, y tendremos 

N, = :pi(0,0,0,0,0,0) {^^/ya, + -^^a,-[--^a, f- 

dai da* da^ 

+Ai^^b,+-^b, \--^b.,, 

dbi db.¿ db^ 



ó abreviadamente, y representando los coeficientes por una 
letra cada uno, 

Resulta, pues, la componente Af, de la tensión sobre la 
cara de las yz, como función lineal de las deformaciones ca- 
racteristicas a, b. 

Pero no se olvide que W, es función lineal de a, b como 
aproximación y no más. S¡ en el fenómeno de las defonna- 
ciones hubiera en algún caso particularidades tales, que no 
pudieran explicarse mediante esta forma lineal, habría que 
tomar mayor número de términos del desarrollo. 

Además, suponemos que ?i puede desarrollarse por la se- 
rie de Maclaurin. y admitimos, por úllimo, que las a, b son 
cantidades muy pequeñas, porque muy pequeñas son tas de- 
formaciones que estudiamos. 

Los coeficientes A, B son las derivadas de las funciones 
con relación á las a, b, y además en dichas derivadas se ha 
hecho 

o, = 0,a, = O, a^ = 0,b¡ = O, b^ = 0,b^ = Q; 

y, por lo tanto, no contendrán más que las x, y, z del punto ■ 
Ni; porque en las ecuaciones (3), las constantes de las fun- 
ciones i eran precisamente x,y,z b de ellas dependían, de 
suerte que, al anularse a, b, los coeficientes C, A, B, queda- 
ban dependientes de x, y, z. 

Si el cuerpo no es homogéneo, para cada punto C, A, B 
serán distintos, y sólo cuando el cuerpo es homogéneo, po- 
dremos suponer que son constantes para todos los puntos. 

En este caso, como ya vimos en las conferencias 'del año 
anterior, aunque no variarán de un punto á otro, dependerán 
evidentemente de la dirección de los ejes. 

Sólo cuando el cuerpo es isótropo, serán constantes en alj- 
soluto para todos los puntos del sólido elástico y para todo 
sistema de ejes trirrectangulares. 
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Lo que hemos dicho para la primera ecuación del grupo (3), 
podemos repetir para las ecuaciones restantes. 






Pero el coeficiente C merece atención especial, pues aquí 
se presenta una cuestión de que ya tratamos en el curso pre- 
cedente, y que no es tan fácil ni tan llana, como á primera 
vista pudiera imaginarse ; ni en este punto que vamos á tra- 
tar de nuevo, están conformes todos los autores. 

Nos referimos al problema del estado natural de los cuer- 
pos elásticos, cuando sobre ellos no actúan fuerzas exte- 
riores. 

El estado natural de los cuerpos antes de que sobre ellos 
actúen las fuerzas, que han de producir las deformaciones, se 
define de diversas maneras, que no todas son claras, ni exac- 
tas, ni, sobre todo, evidentes. 

Consideramos que sólo hay una manera rigorosa de tratar 
este problema, que es como lo hace el eminente matemático 
Mr. Poincaré. 

En rigor^ á lo que nosotros comprendemos, no parte mon- 
sieur Poincaré del estado natural que, á decir lo cierto, no es 
tan natural como parece, sino de un estado inicial 

Expliquémonos más claramente. 

Consideremos un sólido elástico sometido á diferentes 
fuerzas, que habrán dado origen á diversas deformaciones. 

Pues nosotros tomamos dicho estado, que representaremos 
por £/, como estado inicial, como punto de partida, como 
dato del problema, pudiéramos decir. 

Y ahora supongamos, que actúan nuevas fuerzas, que 
son los nuevos datos; fuerzas que producirán otras defor- 
maciones y otras tensiones, que serán las verdaderas in- 
cógnitas. 

Las nuevas fuerzas se agregarán á las antiguas, á las del 
estado inicial; pero de estas últimas no hacemos cuenta. 



Las nuevas tensiones y las nuevas deformaciones se agre- 
garán también á las tensiones y á las deformaciones del es- 
Udo E,. 

Y tampoco estas sumas nos interesan, sino las tensiones 
que han producido las nuevas fuerzas en cuestión. 

Más claro: tomemos la primera ecuación y marquemos 
por el subíndice i el estado inicial. La tensión Nu estará 
dada por una expresión lineal de las a,, b¡ con término inde- 
pendiente para más generalidad: asi 

iV„=C,+>li;Oi. + ^i.a« + '4s,fl,,/ + S,/6„-i-B,,6,í4-B^f>jí. 

Para abreviar la escritura, llamemos C á todo el segundo 
miembro: resultará 7V„= C. 

Consideremos nuevas fuerzas, que darán nuevas deforma- 
ciones y nuevas tensiones: así, la ecuación precedente será 

y suprimiendo N.¡t y C, que son iguales, queda la ecuación 
sin término independíente: 



N, = A^a,-\■A^a,-\-A^a^-\-B^b^^-B,b^^-B3h\ 



in 



Para abreviar la escritura sólo hemos escrito la primera 
ecuación; pero las cinco restantes serán de la misma forma. 

Esta simplificación, pariíendo de un estado inicial, represen- 
tando a, b las nuevas deformaciones y W. 7"las nuevas ten- 
siones, es exacta, en cuanto lo es el principio de la superposi- 
ción de efectos para deformaciones infinitamente pequeñas. 

Pero no lo es, por lo menos no seda evidente, si se par- 
tiese del llamado estado natural. 



En efecto, se entiende por estado natural aquel en que un 
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sólido elástico está abandonado á sí mismo y á sus fuerzas 
internas, atracciones ó repulsiones entre sus elementos; pero 
en que no actúa ninguna fuerza exterior, y en este estado na- 
tural, que llamaremos, para abreviar En, se supone arbitraria- 
mente que no existen fuerzas internas elásticas, es decir, que 
las N, T son nulas. 

Si esta hipótesis fuese legítima, la misma simplificación que 
hemos hecho para Et podríamos hacer para En y anulando á 
la vez las a, b, TV, T, vendríamos á parar á 

0= C + 



Por lo tanto, resultarían nulas todas las primeras constan- 
tes, obteniendo para las componentes de las tensiones ex- 
presiones de la forma (S'). 

Mas esta hipótesis no es evidente, pueden no actuar fuer- 
zas exteriores y las tensiones interiores no ser nulas; por lo 
menos el problema es más complicado de lo que parece y el 
estado natural definido de este modo es un estado hipotético 
que no está demostrado que pueda realizarse. 

Detengámonos todavía en este punto. 



* 



Puede formularse el problema de este modo: 

¿Se comprende que exista un sistema elástico, que no esté 
sometido á ninguna fuerza exterior y en que, sin embargo, 
las tensiones interiores no sean nulas, es decir, que Ty N 
tengan valores determinados para cada punto del sólido? 

¿O, por el contrario, cuando un sólido elástico no esté so- 
metido á fuerzas exteriores las tensiones habrán de ser for- 
zosamente nulas? 

Para fijar bien las ideas, supongamos que el sistema es 
discontinuo, según la hipótesis de Cauchy y de muchos físi- 
cos, y estudiemos el problema para este caso. 
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Supongamos siempre, que no existen fuerzas exteriores, 
que es la circunstancia característica de lo que se llama es- 
tado natural de los cuerpos elásticos. 
Sea Ai (fig. 40) un punto del cuerpo, de masa m. 
Este punto estará sometido, en la hipótesis de las fuerzas 
centrales, á la acción de todas las masas que le rodean den- 
tro de la esfera de activi- 
dad molecular cuyo centro 
sea M. 

Si estos puntos son Af, 
Af", Ai'" , sobre Af ac- 
tuarán fuerzas en la direc- 
ción Af Af ', MM'\ MM 
que dependerán, según y 
hemos explicado varia: 
veces, para cada par MM\ de la distancia r y de las masas mtn 
De suerte que la acción de Af' sobre Ai será de la forma 

llamándola F, 

F=mmy(r). 




tfff 



Figura 40. 



Lo mismo pudiéramos decir para los pares de puntos M% 
Ai", Af Af"' 

Sobre el sistema no actúan, pues, más que las fuerzas in- - 
teriores F. 

Y conviene distinguir tres cosas que no siempre se dis- 
tinguen de una manera precisa. 

1." La intensidad de las fuerzas F, F' F" 

2." El equilibrio del punto M y, análogamente, de todos 
los demás puntos del sistema. 

3." La tensión sobre un elemento plano cualquiera, pp. 



« * 



Empecemos por el estudio de las fuerzas F. 

1." Hemos supuesto, y seguiremos suponiendo, que to- 
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das estas fuerzas interiores son centrales, es decir, que para 
cada dos puntos, su acción actúa según la línea que los une; 
y que para ambos puntos se verifica el principio de la reac- 
ción igual y contraría á la acción. 

Dichas fuerzas F, ya lo hemos dicho, dependen de la dis- 
tancia r y de las masas. 

Pero estudiando esta clase de problemas, en el curso pre^ 
cedente, y sobre todo, la naturaleza de la función/ (r), decía- 
mos que para /- = oo la función se reducía á cero. Que para 
cierto valor de r, por ejemplo r„, la fuerza se anulaba, cam- 
biaba de signo en este punto y crecía sin límites á medida 
que r disminuía, con el carácter de fuerza repulsiva; luego r^ 
determinaba una distancia entre Af y Af' en que la fuerza F 
era nula, es decir, una posición de equilibrio. 
V se presenta este problema: 

En rigor matemático, ¿puede colocarse en tal disposición 
geométrica un número n de masas que todas las fuerzas F 
correspondientes á cada dos masas contiguas, sean aislada- 
"lente nulas? Que es como decir, ¿pueden distribuirse los 
puntos de tal suerte que todos los puntos contiguos formen 
'^traedros cuyos lados sean siempre iguales á r^ 
Tal disposición puede demostrarse que es imposible. 
No nos detenemos en esta demos- 
*^3c¡ón, por no separarnos demasiado ' 

^e nuestro objeto, prolongando esta 
%resión que va siendo excesivamen- .í . - 

'^ 'arga; pero indicaremos, en térmi- (^ < 
nos generales, que basta tomar una 
^ecta r^ como arista de uno de dichos 
tetr^e^jros y alrededor de ella se ve j^- 

^"^ es imposible colocar un número pinura 41. 

^^^cto de estas figuras geométricas, 
Parque habría que colocar un número exacto de veces r„ en 
^^3. circunferencia cuyo radio sería la altura del triángulo 
^^uilátero dpi radio r^, como se indica en la figura 41. 



Es decir, que si A A' B B" es el tetraedro regular en que 
' uno de los lados A A' es igual á /■„, y B ff* C es la circunfe- 
rencia trazada desde O, punto medio de A A', con el radio 
O B igual á la altura de una de las caras A A' B, seria preci- 
so, decimos, para que fuera posible el problema tal como lo 
hemos definido, que el lado B B' igual r„ estuviera contenido 
un número exacto de veces en la circunferencia C, lo cuales 
imposible, porque O B ■< fí B'. 

Desde nuestro punto de vista, por lo tanto, hay que renu *^ 
ciar á distribuir los n puntos materiales de manera que toe*. ^ 
las fuerzas Fsean nulas. Sin embargo, esto es lo que ími^ ^ 
citamente suponen algunos autores. 

Esto es contando sñlo con la molécula contigua y despr"^ " ¿J 
ciando las acciones de las más lejanas. En caso contrario, J 

problema aun seria de mayor complicación; pero análogo. 2<n 

2." Mas el problema puede plantearse de otro mod^ ^^Ttirv 
aun no siendo nulas las fuerzas/-"; si no hay fuerzas exteric^^ _^ 
res, que es lo que vamos suponiendo, puede preguntarse^ ^^^ai' 
¿habrá una distribución de los n puntos tal, que bajo la ac^:^^^ ^, 
ción de las fuerzas interiores, cada punto esté en equilibrioí" 

Representemos por x, y, z las coordenadas de Ai, 
por x', y, z las de M, 

y así sucesivamente hasta x'" ^ ", y (" - ", z*" - ", que repre- - 
sentarán las de M<" - ". 

El equilibrio del punto Af supone tres ecuaciones, que se- 
rán las correspondientes á todas las fuerzas interiores, que 
actúan sobre dicho punto M, igualadas las sumas de las 
componentes á cero. 

Estas ecuaciones no dependerán más que de las coordena- 
das de los puntos, porque cada r será de la forma 



\J{x~ j:')' + tv - >'')^ + (í - ¿)\ 



Íy los cosenos de los ángulos con los ejes de cada una de 
estas rectas, se expresarán asimismo en función de las mis- 
mas coordenadas. 
El número de ecuaciones á que hay que satisfacer para el 
equilibrio de todo el sistema, será de tres por cada punto, y 
como hay rt puntos, tendremos: 
Número de ecuaciones 3/i. 



Número de ecuaciones. . . . 
Más para cada punto también hay tres coordenadas, luego 
el número de incógnitas será 3 n. 



Hay, pues, tantas ecuaciones como incógnitas y el proble- 
ma parece determinado en términos generales; pero mientras 
no conozcamos la naturaleza de la función/, es aventurado 
n inguna afirmación precisa. 

Porque pudieran suceder varias cosas: que algunas de las 
ecuaciones fueran incompatibles, y entonces el problema se- 
''í-a imposible; pudiera suceder también que encontrásemos 
"ría solución única para el sistema de ecuaciones, es decir, 
lina distribución y una sola para los n puntos, aunque no es 
"Tiposible que esta solución representase un equilibrio ines- 
^ot>lc\ y, por último, parece lo más probable, juzgando por 
íntuici6n, que hubiera muchas soluciones, que es como si di- 
jéramos muchos estados naturales, y entonces el problema 
Oe la Elasticidad se complica. 

F'ero sigamos adelante y pasemos al tercer punto. 
3."° Volviendo á la figura 40, vemos que pueden estudíar- 
^ Varias cosas: ante todo la intensidad de las fuerzas F, que 
"^Tios visto que prescindiendo de tres casos: de! de la distri- 
"*-*c:¡ún lineal; del caso en que n sea igual á 3 y en que se 
"*í"i-ne un triángulo equilátero de radio r^; y del caso en que n 
^^^^ igual á 4 en que podrá formarse un tetraedro, y pasando 
^' ^-aso general el problema, es imposible á no ser por apro- 
w'^'^'^ción: nuevo punto de vista que nos llevaría demasiado 
FÍos. 





MemM pasado después á determinar el equilibrlíf í?< 
punto Ai, observando que á primera vista podemos imaginad j 
un sistema en equilibiio con n puntos: sistema en que sftlcí^ 
actúan las fuerzas interiores, ] 

Pero nos queda otra cuestiún que tratar, que es la que se ] 
refiere el método de Lame, en el cual no se estudia el equi- 
librio de cada panto M, bajo la acción de las fuerzas F, sino 2 
el equilibrio de un elemento sólido infinitamente pequeño 
bajo la acción de las tensiones T. 1 

Y de aqui este tercer aspecto de la cuestión. 1 

Imaginemos en la figura 40 un elemento plano muy peque- 3 
no que corle á las rectas ■ 

ideales MM\ MM" \ 

Es decir, un plano que 
corte á la red de rectas so- 
bre las cuales están apli- 
cadas las fuerzas F. 
Y se pregunta, y es lo 
Fisura 40. '^^^ "^^^ '^^^ interesa: 

¿Aunque los puntos M..... 
estén en equilibrio, como las fuerzas F no pueden ser nulas 
y éstas son las que definen y determinan las tensiones, la 
resultante de dichas fuerzas F cortadas por ei plano pp será 
nula para dicho plano, sea cual fuere la posición de éste? 

La cuestión es más difícil de lo que parece, y aun á pri- 
mera vista díriase, que es imposible que la tensión en pp sea 
nula no siéndolo las fuerzas F, F', F'..., que cortan á dicho 
plano en a, b, c. 

Porque no se trata ya de componer todas estas fuerzas 
con las restantes que pasan por el punto M, en cuyo caso 
hemos supuesto que diclia resultante es nula, puesto que el 
punto M está en equilibrio; sino de componer una parte de 
ellas, el haz cortado por el plano pp, y aunque la resultante 
en M sea nula, un grupo de las componentes 1 
genera!. 
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Verdad es que puede suponerse que las fuerzas F, F, F\.. 
qvt^ cortan á pp sean alternativamente positivas y negativas, 
se^^n cierta ley, y que la resultante del haz sea también cero; 
p^rc esto supone falta de continuidad, porque las fuerzas en 
ár^ Sulos infinitamente pequeños han de pasar constantemente 
^^ positivas á negativas, y además, tal distribución, aplicada 
^^ punto M, pudiera no armonizarse con la distribución de 
otro punto cualquiera. 

De suerte que, sin resolver el problema de una manera 
exacta, parece que, ó es imposible ó es muy difícil que, aun 
^^ndo los puntos en equilibrio, las tensiones sean nulas en 
general, que es, sin embargo, lo que suponen muchos au- 
rores. 

Viemos supuesto hasta aquí una distribución discontinua 
d^ puntos; para los sólidos continuos, el problema á la vez 
^ complica y se simplifica, y la hipótesis que antes hemos 
^chazado, parece que adquiere grados de probabilidad. 

Permítasenos sobre este punto una sola observación. 

Supongamos,, figura 42, que el número de puntos materia- 
les es tan grande que el plano elástico pp, por pequeño que 
sea, pase por muchos de es- 
tos puntos Af, Af', Af" , 

figura 42. 

En esta hipótesis, los dos 
casos que antes considerá- 
bamos, el del equilibrio de 
los puntos Af y el de los 
planos elásticos coinciden ó 
tienden á coincidir; y como vx^irh 42. 

todos estos puntos Ai, Af', 

Af" están en equilibrio, y como á la vez suponemos que 
todos están en el plano elástico, la resultante para gran nú- 
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mero de éstos, y aplicando la ley de continuidad para todos 
ellos, será nula. 

De donde resulta que en estas hipótesis se comprende que 
la falta de fuerzas exteriores puede traer consigo la anula- 
ción de las tensiones. 

Pero el problema es aún más complejo. 
En las lecciones profesadas en Stokolmo, en Febrero y 
Marzo del aria 1 906, sobre integración de ecuaciones diferen- 
ciales parciales, lecciones explicadas á invitación del Rey de 
Suecia, por el eminente profesor de la Universidad de Roma, 
Sr. Volterra, se presenta un ejemplo sumamente sugestivo. 
Supongamos, figura 43, un anillo. O, de una substancia 
elástica. 
Supongamos que no está sujeto á fuerzas exteriores y que 
las tensiones interiores 
sean nulas. 

Cortemos en este anillo 
una parte radial A A' BB", 
Y forzando lo que sea 
necesario el anillo, que 
será poquísimo, si el án- 
gulo es muy pequeño, 
imaginemos que se unen, 
digámoslo asi, por una 
soldadura molecular, las 
caras A A' BB'. 
Se comprende intuitivamente, que en el interior del anillo 
se establecerán tensiones, que tenderán á darle su forma pri- 
mitiva ó una forma aproximada. 

Luego tendremos an sólido elástico, que no estará sujeto á 
fuerzas exteriores y en el que las tensiones interiores no serán 
nulas, contra la hipótesis que admiten muchos autores. 

El ilustre profesor estudia matemáticamente este problema, 
distingue la forma cíclica de la forma aciclica, y en el primer 
caso deduce que, aun siendo nulas las fuerzas exteriores y 




J 
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estando en equilibrio el cuerpo, pueden no ser nulas las ten- 
siones, y que, por lo tanto, pueden no estar determinadas, 
es decir, pueden no ser únicas, si el cuerpo no es de conexión 
sencilla. 

No podemos estudiar, sin embargo, la Memoria del insigne 
profesor Volterra, porque dicho estudio nos separaría mucho 
de nuestro objeto. 

Perdónesenos aun así esta larga digresión, y volvamos al 
objeto principal de la conferencia. 






Demostramos que las NyldiT, componentes de las ten- 
siones, se podían expresar por las siguientes fórmulas: 

A^i c= i4i fli + A2 flj + i43 flg -h Bi bi + fig 62 -f B^ 63 } .y. 



en las que admitimos que las constantes C sean nulas. 

Los coeficientes, en general, si bien para un punto y para 

la región infinitamente pequeña que le rodea deben conside- 

larse como constantes, serán variables de un punto á otro y 

serán en el equilibrio de un sólido elástico funciones de 

oc, y, z. 

Las cantidades a, b sabemos que están expresadas en fun- 
ción de las derivadas de las deformaciones, de este modo: 

du dv dw ^- dw , dv 
Qi = — , ao = — , ag = — ; 2bi = 1 ; 

dx ■ dy dz dy dz 

^. du , dw ^- dv , du 
dz dx dx dy 

por eso hemos dicho que las fórmulas (3') expresan las ten- 
"siones en función de las deformaciones. 

2.* parte. la 



De aqu{ resulta que el problema de la Elasticidad queda 
virtualmente resulto con lo dicho. Por que, como ya hemos 
indicado varias veces, y por lo que explicaremos detenida- 
mente en otras conferencias, ya no queda más que estable- 
cer las ecuaciones de equilibrio de una porción infinitamente 
pequeña del sólido, ecuaciones en que entrarán las fuerzas 
que actúan sobre las caras, siendo dichas fuerzas precisa- 
mente las tensiones; y substituyendo en vez de las tensiones 
los valores que expresan las fórmulas (3'), tendremos un 
sistema en el que entrarán las derivadas de las deforma- 
ciones. 

Integrándolas obtendremos, en ftincíón de los datos, los 
valores de a, v, w. 

Pero el problema en esta forma es de una dificultad 
enorme. 

En primer lugar, entran las nueve derivadas primeras de 
u, V. w con relación á x, y. z; además, como veremos más 
adelante, entran las derivadas segundas y, en rigor, no cono- 
cemos los coeficientes A, B, ni es fácil conocerlos, porque 
todos ellos son funciones de x, y. z. Así, pues, con esla ge- 
neralidad, el estado actual de la Ciencia no permite abordar 
tal problema. 

Es preciso que nos contentemos con casos más sencillos, 
y aun así resultarán inmensamente difíciles. 

En primer lugar, tenemos que desechar el caso general, en 
el que los coeficientes A, B son funciones de x, y, z; y esto 
prescindiendo de otros problemas aún más difíciles, en que 
pudieran depender del tiempo. 

Supondremos, pues, en adelante, que los sólidos elásticos 
que vamos á estudiar, son homogéneos, entendiendo la homo- 
geneidad como la explicábamos geométricamente en el curso 
anterior. Es decir, que supondremos que los coeficientes A 
y B son constantes, los mismos por lo tanto, para todos los 
puntos del cuerpo. 

Así, estudiar un punto dado en im sistema de ejes, es estu- 



diar otro punto cualquiera referido á ejes paralelos á los pri- 
meros. 

Como [Icdamos en el curso anterior, el cuerpo coincide 
consigo mism') (prescindiendo de las superficies límites) en 
los movimientos de traslación. 

De suerte, que los coeficientes A, B serán constantes para 
todos tos puntos del cuerpo, con tal que los ejes se conser- 
ven paralelos á si mismos. 

Si los ejes cambian de dirección, aun conservándose rec- 
tangulares, las constantes A y 6 cambiarán también; mas 
para todos los puntos del sólido elástico y para la misma di- 
rección de ejes, conservarán el mismo valor numérico. Si bien 
serán distintos de los del primer sistema. 

Claro es que, resuelto el problema, y conociendo A y B 
para un sistema de ejes, por un cambio de coordenadas po- 
drán deducirse los nuevos valores úc A y B en función de 
los primitivos y de las magnitudes que determinan los nuevos 
ejescon relación á los primeros. 

De todas maneras, el ser constantes los coeficientes, sim- 
plifica mucho el problema. 



Como, asi y todo, el problema es inmensamente dificil, 
aun se introduce otra simplificación, á saber: se supone que 
el sistema es isótropo. 

Tomándolo en toda su generalidad, suponiendo que A. B 
sean funciones de x. y, z, ya lo hemos dicho, la dificultad es 
insuperable, salvas raras excepciones, no sólo para las inte- 
graciones posteriores, sino aun para la determinación de los 
mismos coeficientes A, B, á no ser que la ley de dichos coefi- 
cientes sea uno de los datos del problema. 

En el método de Cauchy, si bien es cierto que, en rigor, no 
hay más que una función desconocida, á saber: la que expre- 




sa la ley de las acciones redprocas en función de la distan- 
cia, función que en esta hipótesis es única, y se comprende 
que experj mentalmente, por difícil que sea, pudiera determi- 
narse; aun así, siempre quedará otro dato para conocer la 
constitución del cuerpo: el valor de las masas y la distribu- 
ción inicial de éstas. 

Y en lodo esto, suponemos que se admite la hipótesis de 
las fuerzas centrales que, de no ser asi, hay que acudir al 
método de Poincaré, que me propongo explicar en el curso 
próximo, substituyendo á dicha hipótesis de las fuerzas cen- 
trales otra hipótesis más general, la de la conservación de la 
energía. 

Pero no debemos anticipar las ideast. 



« 



En resumen: hemos obtenido las seis componentes ó las 
seis cantidades N,, N.., M,, 7,, T,, T-^ en función lineal de 
las seis deformaciones elementales ú„ a¡, ú,, ¿i, ¿i, bg. sin 
término independiente. 

Hemos resuelto, por lo tanto, este problema: expresar las 
tensiones en función de las deformaciones; pero como el pro- 
blema resulta de una dificultad inmensa, en la conferencia 
próxima inlroduciremos, como queda dicho, varias hipótesis 
que lo simplifiquen, y éstas serán: suponer el cuerpo homo- 
géneo y suponer el cuerpo isótropo. 
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Conferenola octava. 

Señores : 

Obtuvimos en la Conferencia precedente las Ny T en fun- 
ción de la a, b, que era resolver este problema: determinar 
las tensiones en función de las deformaciones, porque toda 
deformación, sea la que fuere, con tal que sea continua y 
finita, depende de las seis cantidades a^, a^, a^, b^, bo, b^; 
éstas hacen conocer por las fórmulas en cuestión los valores 
de ^1, Ni, Nq, Ti, T2, T^, y, por último, toda tensión inte- 
rior depende de estas seis cantidades. 

Pero no lo olvidemos; esto supone resuelto el problema 
general, supone conocidas u, v, w en función x, y, z, si se 
trata del equilibrio, y de estas variables y además del tiem- 
po, si se trata del movimiento. 

Ahora bien ; si dicho problema general estuviera resuelto, 
para cada punto del cuerpo podríamos determinar las a, b, 
porque ya sabemos que dependen de las derivadas de primer 
orden 1/, v, w en función átx,y,z. 

Y conocidas a y b para cada punto quedaban conoci- 
das A^, T. 

Pero aunque las fórmulas siguientes. 



• • 



Ti = Ciai+ Qa¡,+ Csflj + A61 + A'*2 +£>3*8 



(3). 



nos expresen las N y las T, es decir, las tensiones en fun- 



ciún lineal de fl y />, ó sea de las deformaciones, en el caso 
general los coeficientes yl, B, C. Dscrán funciunes dex, y, z, 
y, por lo tanto, distintos para cada punto del cuerpo, si es he- 
terogéneo; circunstancia que, salvo casos particulares, hace 
del problema algo superior á los recursos de la ciencia actual. 
Y por eso decíamos al terminar la última conferencia, que 
procuraríamos introducir hipótesis que simplificasen la cues- 
tión. En términos aún más claros, aunque más modestos: 
que s6lo intentaríamos resolver casos particulares, que se 
refieren á los cuerpos homogéneos, y más concretamente á 
los cuerpos isótropos, de que ya hablábamos en las confe- 
rencias del año anterior. 

En resumen, vamos á dedicar esta conferencia á simplifi- 
car las fórmulas (3'), 6 mejor dicho, sus coeficientes- 
Para ello, siguiendo la marcha de Mr. Sarrau, que es una 
de las más sencillas, más claras y más metódicas, vamos á 
examinar cuatro casos particulares y al fin uno solo, el de los 
cuerpos isótropos, porque los tres primeros no hacen más 
que preparar la solución del último. 

En realidad, el caso de los cuerpos isótropos es el que 
tiene más aplicación en la práctica, como que en los cuerpos 
de la Naturaleza lo más común es que los sistemas elásticos, 
ó sean homogéneos, ó sean isótropos, ó próximamente lo uno 
ó lo otro. 

Los casos que vamos á estudiar son los siguientes: 
Considerando siempre un punto del cuerpo, supondremos: 
I," Que por ese punto pasa un plano de simetría. 
2." Que pasan dos planos de simetría rectangulares. 
3." Que pasan tres planos de simetría, formando un trie- 
dro trirrectángulo. 

4." Que el cuerpo sea isótropo en ese punto, y es claro 
que, si además de ser isótropo en dicho punto es homogé- 
neo, será totalmente isótropa, sea cual fuere el punto que se 
elija, y ésta es la mayor y la más práctica de las simplifica- 
ciones. 



Y aun así y todo, como ya dijimos el año anterior, no 
puede llegarse á una solución general. 

El problema se plantea, se escriben las ecuaciones dife- 
renciales, de las cuales depende, pero el cálculo integral es 
impotente hoy para dar una soluci6n absolutamente general. 

Pasemos, pues, á la simplificación del problema. 



Y, ante todo, establezcamos un principio general, del que 
haremos aplicación á los casos particulares indicados. 

Suponemos, para en adelante, mientras no advirtamos otra 
cosa, que se trata de sólidos elásticos homogéneos, de suerte 
que, lo que digamos para un punto, se entiende que puede 
repetirse para todos los demás puntos del sistema, 
Y el principio á que nos referimos, es el siguiente: 
Si en un punto de un sistema elástico, las ecuaciones que 
determinan N,, N.¡, Nj, T¡, T.,, T^, en función a¡, a,, a.¡, 
b,, b-,, 63, son las mismas y tienen, por lo tanta, los mismos 
coeficientes para dos sistemas de ejes trirrectangulares deter- 
minados, que tengan dicho punto por origen, entre los coefi- 
cientes únicos A, B, C, D existirán relaciones que se obtienen 
"fácilmente y que reducen el número de estos coeficientes. 

Para abreviar la demostración, emplearemos un sistema de 
flotaciones simbólicas, que vamos á explicar. 

Hemos visto que las seis ecuaciones (3), determinan las 
^y Ten función de las a y b; pues esto lo expresaremos 
con una sola ecuación simbólica, en esta forma: 




{N, T) = L{a,b,A, B. C, D). 



0) 



íi cual significa que hay seis ecuaciones, que dan los valores 
de N,, Nj, Ng, Vi, /"s, T-j, en función lineal Oj, a^, a¡,. 
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bí, bz, bs, y Qn que los coeficientes son las letras A, B, C, D, 
con diferentes subíndices. 

Supongamos que la ecuación (1) se refiere al primer sis- 
tema de ejes. 

Otra ecuación simbólica, análoga á la anterior, expresará 
otras seis ecuaciones lineales, que determinarán TV^, TVgi ^3, 
T\, T\f T\ en función de a\, a\, a'g, 6'i, b\, b\ con los 
mismos coeficientes que la anterior, porque ésta es la hipó- 
tesis: que las N\ T se expresan del mismo modo en función 
de las a\ b\ que las N, T se expi esaban en función de 
la a, b. 

Tendremos, pues, 

{N\r) = L{a\b\A,B,C,D). (2) 

Pero hemos visto que, cuando se cambia de coordenadas 
rectangulares, las nuevas tensiones se expresan en función 
de las precedentes, y que otro tanto puede repetirse para las 
deformaciones. 

Los valores de las seis cantidades N\ T\ que desarrolla- 
mos en una de las conferencias precedentes en función de 
las N, T, las expresaremos por la siguiente ecuación simbó- 
lica análoga á las (1) y (2) 

(N\ T) = L (N, n (3) 

en que los coeficientes de los términos lineales tn N y T 
dependerán tan sólo de las constantes que determinan los 
nuevos ejes con relación á los primitivos; es decir, de los 
cosenos de los ángulos que forman entre sí unos y otros 
ejes. 

Del mismo modo, las nuevas deformaciones elementales 
a\ b\ se expresarán en función lineal de las deformaciones 



jrimitivas o, ft y de los coeficienles que determinan los nue- 
"vos ejes con relación á los primeros. 
Tendremos, pues, 

(a, f) = L {a, b). (4) 

. Resumamos, pues, estos cuatro grupos de ecuaciones en 
Due L significa funci&n lineal, y tendremos el sistema 

(N. T)=^L(a,b.A.B, C, D). (I) 

(N-, T) = L {á, b\ A, B, C, D). (2) 

(N-, r) = ¿(Mr), (3) 

ia:b-)^L{a.b). (4) 



L(N. T.a,b, A, B, C, O) = 0, 



(5) 



Ahora bien, substituyendo las N', 7", tomadas del grupo 

p), y las a', b', tomadas asimismo del grupo (4), en el gru- 

> (2). éste no dependerá más que de N, T, a,b, y de las 

constantes /Í,S,C,D, y es claro que debe coincidir con el 

grupo (1), porque N, T se expresan de una manera única en 

^tmición de a,b. 

^B Si representamos por la ecuación simbólica 

* el grupo de seis ecuaciones que resulten no habrá más que 
identificar el grupo (5) con et grupo (1), igualando coeficien- 
te, lo cual nos dará cierto niimero de relaciones entre 
A.B,C.D, que es precisamente lo que nos proponíamos de- 
mostrar, y con esto se habrá reducido el número de los trein- 
ta y seis coeficientes A,B,C.DquQ entraban en el grupo (1). 
En todo punto del sistema en que se verifique la propie- 
dad indicada podrá reducirse el número de coeficientes; y si 
el sistema es homogéneo y los coeficientes son constantes 
por lo tanto, la simplificación será valedera para todos lo§ 
puntos del sülido plástico, 
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Hagamos aplicación de este principio á los cuatro casos 
sencillísimos que antes indicábamos. 



* 



Primer caso, en que para el punto que se considera hay 
un plano de simetría. 

Supongamos (fig. 44) que el plano de las y, z es un pla- 
no de simetría del sólido elástico, que se considera, y que, 

por consiguiente, los 
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Empecemos por los 








grupos (3 y 4), es de- 



cir, por expresar las N\ T en función de las N, T; y las 
a, b' en función de las a, b. 

Para ello necesitamos determinar los nuevos ejes x\y\z' 
respecto á los antiguos x,y,z, fijando los valores de los co- 
senos de los ángulos que forman unos con otros. 

Formaremos, pues, el siguiente cuadro 

x' / z' 



X 


«,_-l 


Pi-0 Ti-O. 


y 


a.¡rr=0 


.3,-1 Yí-0, 


z 


«8=0 


h^O Ys - 1» 
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en el que los cosenos de los ángulos que forman los ejes de 
la línea superior x\y,z con los ejes de la línea vertical 
X, y, z están escritos en el encuentro de las horizontales con 
las verticales, así como sus valores. 

En efecto; el eje de las x (fig. 44) forma con el eje de las 
X un ángulo de 180**; por eso hemos escrito «^ = — 1. 

El eje de las y que coincide con el eje de las y, forma un 
ángulo de 90^ y por esta razón hemos puesto ?i = 0. 

Lo mismo para el eje de las z' que coincide con las 

El eje dé las x' forma con el eje de las y un ángulo recto, 
de suerte (}ue su coseno es cero; por esta razón tenemos 
0^ = 0. 

El eje de las / coincide con el eje de las y, su ángulo es 
cero, y el coseno, 1 ; por esta razón escribimos 3^ = 1 . 

Así hemos obtenido todos los términos del cuadro prece- 
dente. 

La primera fórmula del grupo (3), que expresa N/. en 
función de TVi, iV,, ^3, T^, T,, T¿, es la siguiente: 

según vimos en una de las conferencias anteriores. 

Y substituyendo los valores de a, ,3, y, tomados del cuadro 
anterior, resulta 

Haciendo igual substitución en los valores M, Ny,, tendre- 
mos igualmente, 

De la misma manera, la ecuación que da T\, en función 
de yVj, ^2, N;,, Ti, T2, T¿y es la siguiente: 

+ T^i-^zH + «2 Va) + T^Wh + h^)* 
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y substituyendo en ella los valores de las a, p, tomados del 
cuadro fundamental, se reducirá á 

porque todos los términos, menos T^p^ya, se reducen á cero, 
y además, ?« = 1, y» = 1. 

Asimismo, el valor de T\, en función de las N y T", es 
el siguiente: 

Y substituyendo los valores de a, p, y, que da el cuadro 
anterior, se reduce la ecuación precedente á 

T' — T 

porque todos los términos se anulan, menos el término 
7'2l3«i» y tenemos, y;, = 1 , a^ =- — 1 . 

Lo mismo pudiéramos decir de la expresión que da T\, 
en función de las N y T, y tendremos: 

T' — ._ T 

En resumen; el grupo (3), que determinan las N', T', en 
función de las N, T, se convierte en el grupo siguiente: 

Tenemos ahora que tomar el grupo (4) y expresar las de- 
formaciones principales a\ b\ en función de las del primer 
sistema a, b. 

El cálculo es el mismo, y las simplificaciones, idénticas. 

Pero es inútil repetir lo ya expuesto, porque de las fór- 
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muías desarrolladas en las conferencias anteriores, se dedu* 
ce, que unas se transforman en otras, poniendo en vez de 
las N, las a; en vez de las T, las b; asimismo, en vez de N\ 
las a', y en vez de las T\ las b\ Como todos los coeficientes 
son idénticos, las substituciones de «, p, y darán el mismo 
resultado, y tendremos que el grupo (4), aplicado á este caso, 
se convertirá en 

b\ = b^, b\ = — b^f b\ = — 6g f 

Sólo nos falta, aplicando el método que antes explicamos, 
substituir estos valores en el grupo (3) é identificar las ecua- 
ciones que resulten con el grupo (1). 

La primera ecuación que comprende el grupo (3) es la si- 
guiente: 

^1 = A,a\ + A,a\ + A^d^ + B^b\ + B,b\, + B^b\^ 

y substituyendo los valores de N\^ a\, a\, a\, b\, b\, b\, 
según resulta de (3^) y (40, tendremos, 

Nj = i4ai -f A^a^ + A^^a^ + B^b^ - B^b^ - B^b^, 

Esta ecuación ha de ser idéntica á la primera del gru- 
po (1), que es 

^1 = -^1^1 + A^a^ + ^8^8 + ^1*1 + B.b, + flj,6«; 
luego será preciso que tengamos: 

y dicha ecuación se reducirá á 

^1 =.^1^1 + ^2^2 + A^b^ + B^b^; 



- loí- 

habrán, pues, desaparecido los términos b,, 6,, que eran los 
que cambiaban de signo, y habrán desaparecido dos coefí- 
cientes. 

Para abreviar la escritura, substituiremos A esta ecuación 
la siguiente forma: 

N, = ¿, («„ a,, a^, 6,), 

entendiéndose que el segundo miembro es una expresión 
lineal de las cantidades que contiene el paréntesis. 

Como la forma de JV'^. y de W., es exactamente la misma 
que la de la ecuación que liemos considerado, y como las 
substituciones son también idénticas, porque ni la N. ni las a, 
ni b, varían, y únicamente cambian de signo las bj, &„, ten- 
dremos otras dos ecuaciones de la misma forma que la últi- 
ma, y que también podremos escribir abreviadamente de 
este modo: 

A'„= ¿^(Oi, «3, a„, 6,); 

éntendiéiidose que los segundos miembros son funciones 
lineales de las cantidades que contienen, que son las mismas 
que ep el segundo miembro del valor A^i. 

Es decir, los tres segundos miembros serán funciones linea- 
les de a¡, a^, a-.,, pero los coeficientes serán distintos; por 
eso la letra que caracteriza la función es distinta para las tres 
fórmulas, á saber: ¿,, L^_, L¡. 

Pasemos ahora á las tres ecuaciones restantes del gru- 
po (2), que nos dan los valores de las T en función de las á,b'. 

De estas tres ecuaciones, la primera se encuentra en el 
mismo caso que las tres ecuaciones que determinan N\, N'i, 
N'._¡, porque ni varia 7" ni fl,, ««, a^, b¡, y sólo cambian de 
signo las dos restantes 6,, bg. 

Más claro: el valor de 7",, que es lineal, es de esta forma: 

T\ = Cia',.+ Cííí'i H- Qfl, -h D,b\-\-D,b-, H /),6'„, 



y substituyendo los valores de los grupos (3j), {4^), ten- 
dremos 

que identificándola con la ecuación cuarta del grupo ( 1 ), 
que es 

T, = C,a^ + C,a, + C^a^ + D,b, + D.b, + D36,. 

dará 

Da = a, D3 = 0; 

y se reducirá el valor de r^á 

ój abreviadamente, á esta otra: 

T^ = L\ (ai, a^, a„ 6,). 

No sucede lo mismo con las dos ecuaciones que nos que- 
dan, porque ya la T cambia de signo. 
Si la ecuación del grupo (3) era 

7^2 - C\a\ + C,a\ + C\a\ + D\b\ + D\b\ + D',6',, 

a' substituir los valores de (3,) (4i), 

T\ = — T^, b\ = — 62, b\ = ~ 6g, 

tendremos 

- n = C'1^1 + C\ a, + C;a« + iy,b,-D\b, - D\b^. 

6, cambiando signos: 
n=-C\a,-C,a2-C^a^-iy^b,+D\b,+D'^b^ 
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y comparándola con la correspondiente delgrupo (1), que 
es la quinta: 

para que sean idénticas, es decir, de idéntica forma, será 
preciso que los términos que llevan signos contraríos se anu- 
len ; de donde 

C'i-0, C'2=0, ^8=0, D\=Q. 

Y la ecuación queda reducida á 

T, = D\b,^D\b^ 

ó, en forma abreviada, 

Otro tanto podemos decir para la última ecuación, ó sea 
la que determina T^, y resultará 

7*8 = ^'a {K *8)- 

En resumen: cuando en un sistema homogéneo existe para 
cada punto un plano de simetría, con lo cual es claro que por 
ser el sistema homogéneo, todos los planos de simetría serán 
paralelos, las ecuaciones que determinan las N yT serán de 
la forma 

Ni = L, (ap a^, a^ éj), T^ = L\ {a^, a„ a^ 6,), 

ÍVg = ¿8 (^1, aj, do, ftj), Ta = ¿'5 (b^ b^. 

Todas estas funciones L son lineales respecto á las £7, fr: 
las cuatro primeras tendrán cuatro términos; las dos últimas, 
dos términos nada más cada una de ellas; de suerte que el 
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número de coeficientes será veinte en vez de los treinta y seis 
primitivos. Para recordar su forma, podemos dar esta regia 
práctica: 

Si ei plano de simetría corresponde á los dos subíndices 2 
y 3, en las ecuaciones que determinan las N entrarán a^, a^, 
fls y la ¿1, que corresponde al tercer índice, que aquí será 1; 
porque los dos subíndices del plano de simetría son 2 y 3. 

En la ecuación que determina la T^ , que es la de este ter- 
cer subíndice, entrarán las mismas cantidades que en los va- 
lores de las N, es decir, a^, a^, a.^, b^. 

Por último, en Tg yTs, que corresponden á los dos subín- 
dices del plano de simetría, sólo entrarán las dos b con 
estos mismos subíndices: 62 > ^s* 



* 
* * 



Segundo caso, en que hay dos planos de simetría. 

Supongamos que los dos planos de simetría son el de 
las y z, que corresponden á los subíndices 2, 3, y el de 
las X z, que corresponden á los subíndices 1 , 3. 

Por tener el sistema el prímer plano de simetría según 
hemos visto, I05 valores át N y T serán la forma : 

N^ = ¿2 (ap a^y ^3, 61), To =- L\, {b.¿, 63), 
Ng = ¿8 (a„ ao, a.,, b^), T^ -- L'3 (62, b,^- 

Y por tener el segundo plano de simetría, aplicando la 
regla práctica que hace un momento hemos explicado, debe- 
rán ser de la forma siguiente : 

Nj = ¿1 (tfi, ^2, a^y b.), T^ = L\ (6p 63), 

^a = '-3 (^P ^2» í'lP '^•i)» T':; L'j; (ftp ft.;). 

a-aparte. »j 
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Como todas estas formas son lineales, la única manera de 
que los primeros valores de 7" y N sean compatibles con los 
segundos, es que los coeficientes de las letras que no sean 
comunes se anulen. 

Por ejemplo: en el primer valor de N, entra 6,; pero no 
entra en el segundo valor de N,; luego /»[ debe desaparecer, 
y lo mismo podemos decir de b,, que no entra en el primer 
valor. 

Otro ejemplo todavía: en el primer valor de T,, en- 
tran a„ a¡, lia, pero no entra en et segundo valor, que sólo 
contiene b„ b¡¡; luego íí,, ü,, a^ deben desaparecer de T„ y 
otro tanto puede decirse de b,,, que entra en el segundo va- 
lor, pero no en el primero. 

En suma; para formar los valores de Ai y 7", cuando hay 
dos planos de simetría, formaremos sistemas lineales que 
sólo contengan las letras comunes á las dos ecuaciones co- 
rrespondientes. 

Y tendremos para dichos valores de Ai y 7", en el caso en 
que hay dos planos de simetría, y éstos corresponden 5 los 
subíndices 2, 3 y 1,3: 

Wi = ¿, (a,, flj, Og), Tj = L\ (&!> = Al 6„ 
N, = £,, (a„ a,, o.,). T, = L\ (6,) = h^ bt, 
Na = ¿a («i. Oí, «a). ^s ^ ¿'a (*b) = ''b ^ti 



estas ecuaciones son lineales como todas las anteriores. 

Las tres primeras contienen tres términos con a^, a,, a¿ 
las tres últimas, uno sólo con cada una de las 6,; por eso, 
llamando /i^, h,, h^ á los coeficientes, les hemos dado la 
forma que va indicada. 

El número de coeficientes será, por lo tanto, doce, que á 
éstos se reducen los treinta y seis de las fórmulas primitivas, 
para el caso en que hay dos planos de simetría. 
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Tercer caso, en que hay tres planos de simetría que corres- 
ponderán á las combinaciones de subíndices 2 . 3; 3 . 1 ; 1 . 2. 

Por tener dos planos de simetría, 2 3, 3 1, los valores 

de N y T, tendrán la última forma que hemos hallado, á 

saber: 

N^ = ¿1 (a^, a„ as), T^ = h^ b^, 

yV, = L, (Aj, fla, o^p Ti = ht b^, {A) 

N^ = Ls (ú^i, a,, fla), Ts =— /is /is- 

Mas por tener el tercer plano de simetría correspondiente 
á los subíndices 1 y 2, su forma debe ser 

yVj = ¿1 (fli, flg, flg» *s)> 7^1 = ^'i (6i> *2)» 

^2 = ¿2 (fli, flj, fls, 6s), Ts = L\ (6„ 62), (i4') 

Nj = ¿8 (fl'l» ^2* O^f *sX T's = L's {Ov ^2> ^3. *s)- 

Si el sistema elástico ha de tener tres planos de simetría, 
será preciso que las fórmulas i4. A' sean compatibles, y para 
ello, basta evidentemente que desaparezcan los términos que 
no sean comunes á ambas fórmulas, para que resulte una 
fórmula general compatible con las de los grupos A, A\ 

Y aquí resulta, que en los valores N^, N^, N^ del grupo A', 
det>erá desaparecer 63 ; y que en los valores Ti, T^, T^ de 
este grupo A' deberán desaparecer asimismo: de la prime- 
ra ¿2' de la segunda bi y de la tercera a^ a^, a^> * 

Con lo cual quedan las fórmulas A, 

En suma; las fórmulas que sirven para el caso de dos pía- 
nos de simetría, sirven, asimismo, para el de tres planos de 
simetría del sistema. 

Estas últimas fórmulas tienen, evidentemente, doce coefi- 
cientes, á saber: tres para cada uno de los valores Ny, N^, N^\ 
además, Al, A2, A3 para los valores de T. 

Se han reducido, por lo tanto, á la tercera parte de los 36 
coeficientes primitivos. 
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Antes de proceder á mayores simplíricaciones, conviene 
fijar las ¡deas sobre los resultados obtenidos hasta aqui. 

La simetría de que venimos hablando no es enteramente 
una simetría geométríca, aunque sí lo sea para la construc- 
ción del sistema. 

Esto merece una explicación. 

Sea, por ejemplo, A, un punto del plano de las y z, y su- 
pongamos que AB representa la componente Ni- 

Es claro que su simétrica es A B', pero referida á los nue- 
vos ejes x y' z, ó bien, x, y, z, porque los dos últimos no 
cambian. 

Aun asi, choca la igualdad 

N\ = Ni, 

que hemos obtenido, porque la dirección de A^i es la del 
eje negativo de las x, y parece á prímera vista que debía te- 
ner signo contrario. 

Mas obsérvese que hay una hipótesis fundamental en los 
ejes primitivos, y que subsiste en la transformación de ejes, 
á saber: que las N y T se calculan determinando la acci6n 
de la región positiva sobre la negativa, y como la x' ha cam- 
biado de dirección, la N'¡ ^ AB' representa la acción de la 
parte negativa de los antiguos ejes sobre la positiva; luego 
AB cambia, por decirlo así, dos veces de signo: por actuar 
en el sentido de las x' negativa debía llevar el signo — , pero 
por expresar la acción de la parte negativa sobre la positiva 
debe cambiar de signo otra vez, y en valor numérico y en 
signo queda por fin igual á N,. 

Aplicando estas consideraciones á T.2, por ejemplo, se ex- 
plica el cambio de signo de esta componente, y por qué el 
cálculo nos ha dado 

r, = - 7",. 



En efecto; la T^ era AC; en el nuevo sistema de ejes, T\ 
es A C. porque no representa ya la acción de la región po- 
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sitiva primitiva sobre la negativa, sino la de ésta sobre aqué- 
lla, por el cambio de dirección de las x. T\, en el nuevo sis- 
tema, tendrá el mismo valor numérico que r„ pero signo 
contrario, como se ven en la figura. 

De aquí la ecuación precedente. 

Estas consideraciones nos hubieran bastado, sin necesidad 
de cálculo ninguno, para establecer en el caso de un plano 
de simetría, 

N-¿ = TV o, '3 = '3» 






Otra observación todavía. 

Obtuvimos antes un resultado notable, á saber: que si el 
sistema tenía dos planos de simetría rectangulares, tenía otro 
más, rectangular con los primeros. 

Si se tratara de un problema de Geometría pura, esto se- 
ría completamente falso. En el caso presente, el cálculo de- 
muestra su exactitud, puesto que la hipótesis de tres planos 
de simetría conduce á la misma forma que el de dos. 

También pudiera preverse esto y de una manera sencilla. 

Si el plano de simetría es el de yz,no cambia de signo 
Ti y cambian Tg y T^, así ^ 

1 '1» ' 2 = ' •,»> '3 ' 3» 

Si es plano de simetría además, el de las xz no cambia 
r's y cambian las otras dos. 
De modo que 

r" T*' T . 
3 — * ó '3> 



r\ = 



corresponde al caso en que el plano de simetría es el de 
las xy. 

De todas maneras, para no alargar estas discusiones, no 
insistiremos sobre dicha observación. 

Pasemos aliora á la simplificación definitiva, es decir, vea- 
mos á qué formas quedan reducidos los valores de las JV y T, 
cuando el sistema elástico es fiomogéneo é isótropo. 



4 



Cuarto caso. Suponemos que el sistema es, como queda 
dicho, homogéneo é isótropo. 

Por el pronto, si el sistema es homogéneo y es isótropo en 
un punto, será isótropo en todos los puntos. 

Suponemos, además, que en el punto M es completamen- 
te isótropo, es decir, que tiene la misma constitución ffsica, 
todo alrededor de Aí. 

Analíticamente esto se expresa diciendo: que si para un 
sistema de ejestrirrectangulares, cuyo origen sea M, las N y 
las 7" tienen expresiones lineales con determinados coeficien- 
tes en función de las a, b, para otro sistema cualquiera de 
ejes trirrectangulares, los coeficientes serán los mismos. 

No hay, pues, más que cambiar de coordenadas é identi- 
ficar las nuevas fórmulas con las primitivas para todos los 
valores de las constantes, que determinan los nuevos ejes, 
respecto á los primeros. 

Pero podemos simplificar el cálculo, puesto que si el sis- 
tema es isótropo, tendrá evidentemente tres planos de sime- 
tría; de suerte que no debemos tomar los valores generales 
de las /^ y T, sino que podemos partir de los valores stmpli- 
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fícados (A) que hemos obtenido hace un momento, y que co- 
rresponden al caso en que el sólido elástico es simétrico res- 
pecto á tres planos rectangulares. 

Partamos, pues, de estas fórmulas, que abreviadamente es- 
cribiremos: 



N2 = ¿2 (^1» ^2» Oü)> 

N^ = ¿8 (^1, 02, as)y 



T2 = A, 62» 

7^8 = ^8*8» 



en que L significa una función lineal, según hemos dicho 
hace un momento. 

Las fórmulas que dan ios valores de N y 7 para el caso 
en que el sólido sea completamente isótropo, deben estar evi- 
dentemente contenidas en las anteriores. 

Claro es que si el cuerpo es isótropo y cambiamos de 
ejes coordenados rectangulares, conservando, desde luego, 
el mismo origen Af, la forma no deberá cambiar. 

Pues sometamos los ejes x, y, z á una substitución cir- 
cular 

X, y, z 
y, Zf X 



Es decir, que al eje de las x substituímos el eje de las y, 
^ue será la nueva x'; á y substituiremos el eje z, que 11a- 
inaremos y'; y & z substituiremos x, que será el nuevo 
eje z '. 

En este caso, es evidente que las N y las T sufrirán una 
substitución circular: lo que antes era N^, será N^, y así su- 
cesivamente, y lo mismo para las 7, de modo que tendre- 
mos para las N y T: 



N, N, N, 
N, N, N, 



T, T, T, 
T, T, Ti 
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Otro tanto podremos repetir para las a y 6; es decir, 



0] a^ Q¿ 




6] b^ &.{ 


a. a, í/i 


t 


b'2 bj 6j 



Y siempre las fórmulas deberán quedar las mismas que en 
el primer sistema de ejes. 
Apliquemos este principio. 
Los valores de N^, N^, N^, desarrollados, serán: 

m 

N. = A\ a^ + A\ a^ + A\ í/g, 
N.¿ = A'\a^ + A\a^ + A'\a^. 

Si á la primera fórmula aplicamos las sutistituciones circu- 
lares de las N y las a, tendremos 

M =^ A^a^ + A^a^ -\- A^^a^ 

Pero esta fórmula debe coincidir con la segunda del grupo 
anterior, que da el valor iV^, luego deberemos igualar los 
coeficientes, y tendremos las relaciones 

A' — A 4' — A A' — A 

con lo cual, los coeficientes de la segunda, se reducen á los 
de la primera, y tendremos 



Aplicando á ésta las mismas substituciones circulares de 
las yv y í/, pasaremos del eje de las y al eje de la z> de modo 
que 

Pero como el cuerpo es isótropo, y este cambio de ejes no 
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varía, ni los valores, ni la forma de estos valores, la última 
ecuación debe coincidir con la tercera del grupo anterior; es 
decir, que 

y 

N^ = A'\a^ + A'^a^ + A'',¡a.^ 

deben ser idénticas, para lo cual es preciso que' los coefi- 
cientes de Qi, Qt, ^3, sean iguales, y tendremos las rela- 
ciones, 

De este modo, todavía habremos reducido los tres últimos 
coeficientes á los de la primera, y el valor de N^ se expresa- 
rá así: 

^8 = A^a^-\- A^Qy^ + A^a^. 

En resumen: las tres fórmulas primeras se expresan de 
este modo, en función de tres coeficientes A^, A^^y A.^, 

N^ = A^a^ i A.¿a3 + A.jay, 
N^ = A^a^ + A^a^ f ^a^. 

Pasemos ahora á los valores de T, aplicando las mismas 
substituciones circulares. 
Siá 

le aplicamos la substitución de las Ty b, puesto que no en- 
tra a, tendremos 

que ha de ser idéntica á 

r¿ = h.¿b¿y 
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de donde 

/Tj = /r,. 

Aplicando á 

las mismas substituciones, resulta 

Tg = /r, 65, 

que ha de coincidir con 

Ts = As 63; 
de modo que 

y como antes decíamos, 
se obtendrá por fin 

Resulta en definitiva, 

siendo A una constante única, igual & h^, h^, h^. 

En resumen: por virtud de esta simplificación, fundada en 
la isotropía del sistema, tendremos para N y 7 las fórmu- 
las siguientes en que ya no entran más que cuatro constan- 
tes, Al, ^2> ^'¿f y "• 

^2 = >4i «2 + ^3^3+ >*3«i» T^ = hb^, 
Nq -= A^Qü + ^lafli + A^a^. T.j = hb^. 

Fundándonos siempre en la isotropía del sistema, que apli- 
camos por grados para simplificar los cálculos, aunque hu- 
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biéramos podido aplicarla de una vez, y dejando el mismo el 
eje de las x, cambiemos los ejes de las y y z, uno en otro. 
Claro es que cambiando los ejes y, z, uno por otro, lo que 
antes era a^, será ahora a^, y recíprocamente, porque cada 
dilatación acompaña á su eje, no hace más que cambiar de 
nombre; en rigor, tendríamos, acentuando las nuevas dilata- 
ciones, a\ = a^, y a\ = Aj» de suerte, que la primera fór- 
mula, que debe conservar la misma forma, seria, 

y substituyendo 

tendríamos 

Ni = i4ifli + A^Gs + AsQ^. 

Para que esta fórmula sea idéntica á la primitiva, 

Ni = i4ifli + A^a^ + A^a^, 

lo cual es preciso; porque el valor de N^ debe ser siempre el 
mismo y det>e estar expresado del mismo modo por a^, a^, a,, 
deberemos establecer la condición 

con lo cual disminuímos un coeficiente y reducimos el valor 

de Ni á 

Nj = i4ifli + A.a. + A^a¿, 

ó bien 

que también puede ponerse, agregando y restando A^a^^, 
bajo la forma 

Ni = ^2 (fli + flj + ag) + {A^ — A2) fli- 
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Introduzcamos esta simplificación en el valor de Nj^ y ten- 
dremos 

y agregando y restando A^, a.,, 

N^ = (Ai - A.) a^ -f A. {üy + fli + fls). 

Del mismo modo, introduciendo en el valor de N^ la con- 
dición A^ -^ i4o, tendremos que 

se convertirá en 

y sumando y restando A^ a.,, 

^3 = (Al — i4o) fl;. f i4. (fli + a, -(- fla). 

Resulta de lo expuesto que los valores Ni,Nj,^;;,7'i, T^, Tg,- 
haciendo para simplificar, y según la costumbre, 

tomarán la forma 

.Ni = \{ai + a. + flj) + 2(Afli, T^ = hb^, 
N^ ----- X (ai + Q,¿ + íi.,) -f 2 ua2, Tg = ftftj, 

^í) - >^ (í/i + tf,, + a:j) + 2afl3, Ta = Aft,.,, 

que son siempre funciones lineales de la a y b; pero que en 
vez de los 36 coeficientes primitivos, sólo contienen tres 
coeficientes distintos. 

Todavía vamos á reducir estos tres á dos tan sólo, par- 
tiendo siempre de la hipótesis de que el sólido elástico es 
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isótropo, y apurando, por decirlo de esta manera, dicho ca- 
rácter, 

A este fin, cambiaremos de ejes rectangulares, aplicando 
las fórmulas de transformación. 

Llamando 7,, ?i, y^ á los cosenos de los ángulos que forma 
el nuevo eje de ías x' con los ejes primitivos x,y,zy N\ á 
la componente de la tensión paralela á dicho eje x\ expresa- 
remos el valor de Ni en función de las componentes primi- 
tivas y de las constantes a,, ,3^, y^ por la fórmula siguiente, 
que ya obtuvimos en una de las anteriores conferencias: 

N\ = Niai^ + N,^i^ + N,yi^ + 2Ti?iy,+2T,yiaii-2Tsai^i. 

Asimismo, la dilatación paralela al eje de las x, por vir- 
tud de la transformación de ejes, y según demostramos en 
otra conferencia, se expresará por la fórmula siguiente: 

Y no tomamos más que estas dos fórmulas, porque son 
las únicas que necesitamos para la simplificación que nos 
proponemos hacer. 

El principio de esta simplificación es el siguiente: 

Por ser el sólido isótropo, la expresión que da el valor de 

N\ debe tener exactamente la misma forma en los nuevos 

ejes que Ni tenía en los primitivos, sean cuales fueren estos 

nuevos ejes; es decir, independientemente de los valores de 

«1» ?ii Ti- 

Todo está reducido á substituir en el valor de N\ los va- 
lores de Ni, TVg, N¿y Ti, T^, T^, y de establecer las condicio- 
nes necesarias para que N\ se reduzca á la forma N,. 

Tendremos, pues: 

N\ = [ A(fli + a, + fl,) + 2iifli] ai^' 4- 
+ [Mfli-f-as+a») -\-2]xa,] ?;,^'-|- Ha^-^a,^a.^ \-2-xa,\ v,2 
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y ordenando : 

N\ = X(fl, -f- a, + a,) {a,^ + pi^ + TiO + 

Substituyendo á la cantidad 
su valor deducido de la ecuación que da a\ que es 

y recordando que 

resultará 

A^'i - Mfli + ÍÍ2 + a,) + (2^.-/?) (fl^a^^ + a, ?,' + fl3ri^)+/^fl'i. 

Hemos demostrado que ^i + úí, + a3 es la dilatación cú- 
bica, cantidad constante para todos los sistemas rectangula- 
res de ejes, es decir, que 

«1 + a^ -f- fla = o\ + a\ + fl's, 
de suerte que el valor de N\ tomará la forma 

Para que N\ tenga la misma forma y los mismos coefi- 
cientes que TV,, es decir, 

N\=-l(a\ + a\ + Q\) + ha\, 
es preciso que sean cuales fueren a^, ¡ii y y^ la última parte 



\ 



V 
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del segundo miembro sea cero, de suerte, que deberemos 

tener 

2|x — ft = ó ft = 2jji. 

Resulta» pues, que los v'alores de las N y T,tn el caso de 
que el cuerpo sea isótropo, toman la forma definitiva 

Ni = X (flj + fl, + fl«) + 2[xfli, 

TVs = > (úfi + ^2 + Os) + 2(Xfl., 

A^s = ^ K + fl2 + fl») -h ^l^fls, 
ri = 2jx6,, 

r, = 2[x62, 

Ts = 2|x68, 

en que no entran más que dos constantes > , ¡a. 

Estas fórmulas son las mismas que obtuvimos en el curso 
precedente aplicando el método de Cauchy, y aúii redujimos 
ambas constantes á una sola; pero como no todos los auto- 
res aceptan esta última simplificación, nos atendremos á la 
opinión más general, adoptando definitivamente las fórmulas 
que preceden. 

Si recordamos la significación de las a, b, cuyos valores 
eran estos , 

da dv dw 

dx dy dz 

* 2\dy^ dzT ' 2\dz dx) 



'-i(f+^) 



representando los tres primeros las dilataciones principales 
y los tres últimos los deslizamientos, tendremos para TV y 7 
en función de las deformaciones las seis fórmulas clásicas. 
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rfB 

dv 



' \dx dy dz I ^ 
., . / du . dv . dw \ . - 

\ dx dy dz / dy 

" \ dx dy dz ) ^ dz 
_ ( dw , dv \ 

^ / da . dw\ 

^ / dv . du \ 

Los tres primeros aún pueden escribirse en forma más 
sencilla, recordando que la dilatación cúbica O la hemos ex- 
presado de este modo: 

,, du . dv dw 

" = 1 1 f 

dx dy dz 
y los valores de N pondrá escribirse en la siguiente forma: 



M = X9 4- 2^ 



dx 

dv 
dy 
dw 



dz 
Los valores de T serán siempre 

T.= 



I dw , dv \ 



^ / du . dw \ 

\ dx dy i 



Queda, pues, resuello el tercero de los problemas cuyo 
^jutito constiluye el método de Lame y sus análogos, á 



Expresión de las componentes N, 7 de las tensiones, en 
función de las deformaciones u, v, w. 

»En la conferencia próxima estudiaremos el cuarto de los 
Bblemas que ya hemos enumerado, á saber: 
Ecuaciones de equilibrio de un elemento cualquiera del sóli- 
do elástico: y además, si éste está limitado por superficies, 
condiciones de equilibrio de un punto cualquiera de éstas. 

Claro es, por los principios de la mecánica, que el proble- 
ma del movimiento de un sistema elástico se reduce al del 
equilibrio, contando entre las fuerzas exteriores las fuerzas 
^b inercia. 

Estudiamos la distribución de tensiones en un cuerpo elás- 
tico alrededor de un punto, y vimos, que todas podian ex- 
presarse por seis componentes, que designábamos por las 
letras N„ M, M,, T,, T-¡, r¡,. Esta era la primera parte del 
método. 

Estudiamos después la distribución de las deformaciones 
alrededor del mismo punto y llegamos á una consecuencia 
análoga á la anterior. Asi expresamos una deformación cual- 
quiera en cuanto á su magnitud, en función de seis deforma- 
ciones elementales: a¡, a., íí„. b¡, b.,, b... S¡ además de la mag- 
nitud de las deformaciones, quisiéramos fijar la posición de 
los elementos deformados, necesitariamos para cada punto 
^ner en cuenta tres constantes más, Pi,Pi, Pnl pero pocas ve- 

s habremos de tenerlas en cuenta. Dictio estudio de las de- 
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formaciones constituía, por decirlo de este modo, la segunda 
parte del método. 

Después de resueltos estos dos problemas, abordamos el 
tercero, á saber, determinar las tensiones en función de las 
deformaciones; es decir, N, 7" en función de a. b. Pero como 
el problema con esta generalidad era inmensamente difícil, 
hicimos diferentes hipótesis para simplificarlo. Hipótesis que 
se referían á la estructura del sistema elástico, con el fin de 
reducir en lo posible el numero de coeficientes. Y en esta se- 
rie de simplificaciones llegamos á la mayor de todas, ó sea 
á los sistemas homogéneos é isótropos; con lo cual los trein- 
ta y seis coeficientes primitivos, que, en general, eran funcio- 
nes de X, y, z, se reducían á dos constantes, >., p; y los valo- 
res de las N, T tomaban la forma relativamente sencilla, que 
obtuvimos en la última conferencia. 

Debemos pasar hoy á lo que hemos llamado la cuarta par- 
te del método: es decir, a determinar las ecuaciones de equi- 
librio de un sistema infinitamente pequeño, que comprenda 
al punto cuyo equilibrio queremos establecer. 

A este fin, como ya hemos indicado varias veces, y como 
hicimos en el curso anterior, consideraremos: 

1.° Un punto cualquiera del sistema elástico: rodearemos 
ese punto por un poliedro infinitamente pequeño de caras 
planas, y suponiendo conocidas las tensiones sobre estas di- 
ferentes caras, estableceremos las ecuaciones de equilibrio de 
dicho poliedro infinitamente pequeño, como si fuera un cuer- 
po rígido. 

El poliedro, en vez de tener una forma cualquiera, lo cual 
complicaría inútilmente el problema, supondremos que es un 
paralelepípedo trirrectangular, cuyas caras sean paralelas á 
los planos coordenados; con lo cual tendremos la ventaja de 
que las tensiones sobre dichas caras serán precisamente las 
N T, cuyas propiedades estudiamos al empezar el curso, y 
que además sabemos expresar en función de las deforma- 
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Este es el problema que se designa de la manera siguien- 
te: equilibrio del paralelepípedo elemental. 

Claro es que si establecemos las condiciones de equili- 
brio de un paralelepípedo, que comprenda un punto M, este 
punto, al cual se aproxima el paralelepípedo tanto como se 
quiera, estará también en equilibrio y habremos expresado el 
de cualquier punto del sistema elástico. 

2." El equilibrio de! paralelepípedo determina, como aca- 
bamos de decir, el de cualquier punto del interior de dicho 
cuerpo elástico. 

Pero, en general, un paralelepípedo no puede ajustarse 
geométricamente á la superficie que termine el cuerpo, si el 
sistema está limitado. 

Y por eso, para expresar el equilibrio de los pantos de la 
^muiperficie, necesitamos escoger otro poliedro elemental, y es- 
^Hogeremos, como ya hicimos al final del curso precedente, el 
^^laraado tretraedro de Cauctiy. 

Es un tretraedro trirrectángulo; las tres caras del triedro 
principal son paralelas á los planos coordenados, la cuarta 
cara es precisamente la porción de superficie, que el triedro 
corta, en la que limita el cuerpo elástico. 

» Empecemos, pues, por establecer las ecuaciones de 
uiiibrio del paralelepípedo. 

Equilibrio del paralelepípedo elemental. — Sea abe (fig. 45) 
dicho paralelepípedo. 

Debe estar en equilibrio, bajo la acción de las tensiones 
sobre sus seis caras, y de las fuerzas exteriores que actúan 
en él, las cuales darán, como hemos explicado varias veces, 
una resultante aplicada á su centro, cuyas componentes, por 
unidad de volumen, representaremos por X, Y, Z. 

Enumeremos las tensiones, que será repetir lo que expli- 
camos en el curso anterior y lo que hemos explicado en oirás 
^—conferencias de este curso. 
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En el centro de la cara be, actuará una tensión, cuytras es 
componentes, que no hemos representado en la figura, serán 

Pero estas componentes pertenecen á Inacción que el pa- 
ralelepípedo ejerce sobre la región de la izquierda. Y las que 




Figura 45. 

nos inteiesan no son éstas, sino las que ejerce esta última 
sobre el paralelepípedo. 
Dichas componentes, son: 

que están representadas en la figura. 

En la cara ac actuará asimismo una tensión, cuyas com- 
ponentes serán, considerando la acción de la parte de detrás 
sobre la de delante, ó sea sobre el paralelepípedo. 

que también están representadas en la figura. 

Y, por último, en la cara ah, la acción de la parte de de- 
bajo sobre la superior, ó sea la acción sobre el paralelepípe- 
do, tendrá por componentes. 

iVo, I I, I 2' 
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Todas éstas Ny Testan referidas, como hemos dicho mu- 
chas veces, á la unidad de superficie. 

Para obtener la fuerza efectiva sobre cada una de estas ca- 
ras, será preciso multiplicar cada componente por área de la 
cara á que corresponde. 

Las nueve componentes que hemos expresado están apli- 
cadas á los centros A, B, C de las tres caras be, ac, ab. 

Debemos ahora señalar las acciones sobre las otras tres 
caras del paralelepípedo, paralelas á las anteriores. 

Consideremos la cara, cuyo centro sea A ' paralela á la 
cara be, cuyo centro es A. 

Lo que de ésta digamos, podremos repetir para las otras 
dos caras que nos restan, á saber; la anterior y la superior. 

La tensión sobre el centro A ' tendrá por componentes las 
mismas que están aplicadas al centro A , aumentadas, según 
corresponda al incremento diferencial de x, que es la arista 
del paralelepípedo paralela al eje de las x; es decir, 

Ma = dx. 

Pero debemos hacer una observación, y es, que las tres 
componentes deberán llevar el signo -|-, porque aquí la ac- 
ción sobre el paralelepípedo, que es la que nos interesa, es 
la de la parte de la derecha sobre la región de la izquierda. 

Tendremos, pues: 

Componentes de la acción sobre A', 

N, + ^dx, T, + -^dx, T,-^^dx. 
dx dx dx 

Dt\ mismo modo, la acción sobre el centro B> de la cara 
anterior, tendrá por componentes: 
Componentes en B\ 

dy dy dy 

siendo dy = Mb. 
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Y, por último, la acción sobre el centro C de la cara su- 
perior, dará: 
Componentes en C, 

dz dz dz 

siendo dz = Me. 

En estas 18 componentes debemos buscar las paralelas á 
los tres ejes coordenados, sumarlas después de haberlas mul- 
tiplicado por las áreas de las caras, agregar las componen- 
tes de la fuerza exterior, multiplicadas por la masa, é igualar 
á cero la suma. 

Consideremos el eje de las x. 

Las componentes paralelas á dicho eje son : 

-N,; +N, + -^dx; -n; T, + ^dz, 

dx dz 

-T¿ T,+I^dy; +X. 

dy 

Debemos sumarlas, según hemos dicho, multiplicando 
antes las dos primeras por el área dy.dz de la cara be. 

Las dos segundas debemos multiplicarlas por dx.dy, que 
es área de ac. 

Las dos últimas, por dx.dz. 

Y la componente X, por la masa, que será, llamando p á la 
densidad, p.dxdydz. 

Resultará, pues, 

í-N,-\-N,+''-^dx\dydz + í- n+ T,+ÍJjdz\dxdy+ 
+ [-73+73+ — ^ dy\ dxdz + Xz dxdydz = 0. 

Y simplificando y dividiendo por dx. dy.dz, tendremos 
dN, , dT, , dT^ 



^ + ^^ + -r' + pX=0. 



dx dz dy 
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Del mismo modo, las componentes paralelas al eje de la;; 
como se ve en la figura, supliendo las que en ella no hemos 
representado y que corresponden á las caras A!, B\ C, serán: 

dy dz 

-T¿ + 73 + 4^«-rfx; + K, 

dx 

ó multiplicando las dos primeras por dx dz; las dos segun- 
das por dxdy; las otras dos por dydZy é Kpor pdxdydz, 
sumando é igualando á cero: 

(-N,-:f N,-f ^VyWrfz+(.~ T,+ T,+^dzyxdy+ 

^(-^T,+ T^+-^^ dx\dydz+pYdxdydz = 0, 

y simplificando y dividiendo por dxdydz, 



dy dz dx 

Por último, para las componentes paralelas al eje de la z, 
tendremos las siguientes expresiones: 



y multiplicando el primer grupo por dx.dy, área del rectán- 
gulo ab; el segundo por dx.dz, que representa la superficie 
de ac; el tercer grupo por dy.dz, que es la superficie de la 
cara be, y, por último, multiplicando Z por la masa del para- 
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lelepípedo, quesera pdx.dy.dz, tendremos las componen- 
tes paralelas al eje de la z sobfe todo el sólido elemental que 
estamos considerando. 
Sumándolas, se halla 

(-N3+N3+^V^)rfx.rf>f+ (- T,-{-T,\-^'-dy\dx.dz f 
+ í- T^ f 7; f — ^- dx\ dy.dz+Z-^dxdydz = O. 

Simplificando y dividiendo por dx dy dz, hallaremos la 
tercera ecuación del equilibrio del paralelepípedo, que será: 

dNs , dT, , dT^ 



+ -^^ + -^^ + F^=p. 



dz dy dx 

En resumen ; las tres ecuaciones del equilibrio del parale- 
lepípedo infinitamente pequeño, cuyas aristas son dx, dy, dz, 
que comprende el punto M, que estamos considerando, y el 
equilibrio del cual queremos establecer, serán: 

dx dy dz 

dT, ^JÍA^^_rfL. + pK=0, 



dx dy dz 

dT, _^AIl^_^dN^^^z^Q 



dx dy dz 

No olvidemos, que en estas ecuaciones las TV y T repre- 
sentan tensiones por unidad de superficie; X, Y, Z represen- 
tan las componentes de las fuerzes exteriores por unidad de 
volumen para el punto M 6 para cualquier punto del parale- 
lepípedo, y p representa, por fin, la densidad del sólido en el 
punto Af. 

Dichas ecuaciones expresan, según acabamos de indicar. 



] 
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el equilibrio del paralelepípedo; pero como éste puede ser 
tan pequeño como se quiera, comprendiendo siempre al 
punto M, en el límite, por decirlo así, se supone que repre- 
senta el equilibrio de este punto. 

Hemos establecido las ecuaciones de equilibrio, y pudiéra- 
mos establecer por el mismo método las ecuaciones del mo- 
vimiento, porque éste se reduce siempre á aquél, como se 
sabe por Mecánica, agregando á las fuerzas exteriores 
X, Y, Z las fuerzas de inercia 

rf-w dH d^w 

-,dxdydz--, -,dxdydz-^, -,dxdydz-^^. 

En este caso, y pasando al segundo miembro estas últi- 
mas, las tres ecuaciones anteriores se convertirán, después 
de dividir por dxdydz, en las siguientes: 



dN^ 
dx 


• + 


dT., 
dy 


+ • 


dT. 
dz 


dT^ 
dx 


■ + 


dy 


• + 


dT, 
dz 


dx 


• + 


dT, 
dy 


• + 


dN, 
dz 

* 
« * 



4-pX=p 



+ pK=P 



2. + pZ=p 



d^u 
dP 

d'-v 
dP 

djw_ 
dP 



Una observación debemos hacer todavía. 

Hemos prescindido por completo, como en general pres- 
cinden los autores, de las tres rotaciones p^, p^, p, de que 
hablamos en las conferencias anteriores. 

Para el cálculo de magnitudes, así de tensiones como de 
deformaciones, esto parece legítimo; pero la rotación de la 
cual son las componentes Pi, p¡,Pi, cambia en rigor la po- 
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sicióii del paraielepipedo; luego cambiarán las inclinaciones 
de las fuerzas de tensión sobre las caras. 

Seria preciso demostrar, que por la pequenez de esta ro- 
tación y por la pequenez decreciente del paralelepípedo, no 
se cometen de este modo más que errores de orden supe- 
rior; pero esto nos ocuparía mucho tiempo, y nos atendre- 
mos á la marcba seguida en todos los tratados de esta ma- 
teria, adoptando para las ecuaciones, que definen este fenó- 
meno de la Elasticidad en el interior de un sólido, á las 
ecuaciones que acabamos de obtener. 



Pasemos al equilibrio del tetraedro elemental, que es el 
que se aplica á los limites del cuerpo, dado que éste no sea 
indefinido en todas direcciones. En este caso las ecuaciones 
que acabamos de demostrar serán las únicas que han de 
tenerse en cuenta, agregando sólo esta condición: que en el 
infinito las N, T, u, v, w han de ser iguales á cero. Es de- 
cir, que la perturbación elástica al prolongarse hacía el infi- 
nito, se debilita y se anula por unidad de superficie y por 
unidad de volumen. 

Sea (fig. 46) O A fí C un tetraedro infinitamente peque- 
ño, trirrectángulo aplicado á cualquier punto M' de la super- 
ficie limite del cuerpo. 

De modo que el triángulo ABC será la porción de su- 
perficie comprendida entre las caras del triedro. 

Claro es que, en general, será una superficie curva, y di- 
cho triángulo será curvilíneo; pero nosotros supondremos 
con errores de orden superior, que sus tres lados AB, BC, 
CA son lineas rectas, y que el triángulo es plano. 

Establecer el equilibrio de este tetraedro es establecer el 
equilibrio de todos sus puntos, puesto que consideramos, del 
mismo modo que hemos hecho con el paralelepipido ele- 
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mental, que es un sólido absolutamente rígido, cuando se han 
realizado todas las deformaciones. 

Ni para el tetraedro ni para el paralelepípedo, escribire- 
mos las ecuaciones que expresen el equilibrio de las rota- 
ciones, porque implícitamente ya están escritas, como vimos 




Figura 46. 



en otra conferencia, al establecer entre las componentes de 
las tensiones las igualdades : 



^xy — ^yx\ ^yz — ^zyl ^zx — ^xz» 



Hubiéramos podido escribir las seis ecuaciones de equili- 
brio, á saber: las tres de las componentes paralelas á los 
ejes y las tres de las rotaciones, que hubieran sido las tres 
anteriores^ y eliminando tres de las seis cantidades que en- 
tran en estas últimas por substitución en las primeras, hubié- 
ramos llegado á los resultados obtenidos con sólo cambiar 
de notaciones, es decir, introduciendo las 7* y las N en vez 
de las X. 
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Esto se ve inmediatamente en el paralelepípedo elemen- 
tal, y io mismo hubiéramos podido hacer para el tetraedro 
con facilidad suma, descomponiéndole en paralelepípedos 
infinitamente pequeños de orden superior. 

Es decir, substituyendo á la superficie ABC una serie de 
escalones, por decirlo de este modo. 

Y sigamos el razonamiento precedente, dejando estable- 
cido que las ecuaciones que vamos á obtener, puede supo- 
nerse que son las ecuaciones de equilibrio del punto M' de 
la superficie límite del cuerpo. 

Veamos cuáles son las fuerzas que actúan sobre este te- 
traedro. 

Determinemos las componentes paralelas á los tres ejes, é 
igualemos estas componentes á cero. 

Las fuerzas que actúan sobre la cara BOC de la figura 
46, son como en la figura 45. 

Una cosa análoga podemos repetir para las caras AOC 
y OAB. 

Todas las componentes están expresadas en la figura 46. 

Para la cara ABC, que es la del cuerpo^ la fuerza que 
actúa en el punto M' por unidad de superficie, supondremos 
que sea P, y sus componentes, Xq, Kq, Z¿ designaremos por 
/, m, n los cosenos de los ángulos que forma dicha fuerza P 
con los ejes coordenados, y para completar las notaciones, 
representaremos los cosenos directores de la normal á la cara 
ABC por a, ,3, Y ; pondremos, por fin, 

área OBC - ü>i, área O A C = w^, área OAB = Wg, 

área>4fiC = Ü, 
de donde 
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Pasemos al cálculo de las componentes. 
Las componentes paralelas al eje de la x, se ve en la figu- 
ra, que son 

y los esfuerzos sobre las caras del tetraedro^ que se obten- 
drán multiplicando las anteriores por las áreas correspon- 
dientes: 

que sumándolas dan 

— ATiCUj — rjcoj, — rgcojj + XqQ = 0; 
de donde 

y poniendo por X^ su valor Pl, y por 



(til 0Í2 ^^3 



Q ' U ' ü 



respectivamente a, p, y. 

Esta será la primera ecuación de equilibrio del tetraedro. 
Asimismo, las componentes paralelas al eje de las y, serán 

y los esfuerzos sobre las caras del tetraedro se obtendrán 
multiplicando las anteriores por w.,, w.^, m^ y Q; y tendremos 



sumando é igualando á cero: 
y sucesivamente, 






Esta es la segunda ecuación de equilibrio del tetraedra- 
Por último^ del mismo modo obtendremos la tercera- 
ecuación. 

Componentes de las tensiones por. unidad paralelas al ej^ 
de la y, y componente de P: 

suma de las componentes de los esfuerzos: 

— ^8^*8 — 7^10)2 — 7x0)1 -f- ZqÜ = O, 

ó bien, sucesivamente: 

Ü Q ^ Q 

P/l-7\a+ T-iP + yVsT. 

que es la tercera ecuación de equilibrio. 

Así, las tres ecuaciones de equilibrio del tetraedro, que co- 
rresponde á un punto cualquiera de la superficie, serán: 

Pl = N,a+T,^-\-T,y, 

Pm == T,a + N,p + Ti Y, 

Pn = T^a + Tip + iVaY- 
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En resumen^ para el equilibrio de cualquier punto del in- 
terior del cuerpo^ las componentes de las tensiones tienen 
que satisfacer á las tres ecuaciones siguientes, que antes ob- 
tuvimos : 

dx dy dz 

.IZL + _^^L + íj, ^ p K =. o, (I) 

dx dy dz 

dx dy dz 

Estas ecuaciones son suficientes si el medio elástico es 
indefinido. 

Si el sistema elástico es limitado, las componentes de las 
tensiones para cualquier punto de la superficie límite deben 
satisfacer á las tres ecuaciones siguientes: 

Pm = T.a + N,? -{- T,y, (II) 

Pn== T,a+T,?+N,y. 

Los grupos (I) y (II) resuelven el problema que nos había- 
mos propuesto, á saber: determinar las ecuaciones de equi- 
librio de un sistema elástico, definido ó indefinido, bajo la 
acción de fuerzas exteriores, y actuando, ya sobre los ele- 
mentos de la masa, ya sobre los diferentes puntos de la su- 
perficie límite, si el sistema no es indefinido. 

Si en vez del equilibrio se tratara del movimiento, no ha- 
bría más, como hemos dicho varias veces, que tener en 
cuenta las fuerzas de inercia, que por unidad de masa, y re- 
presentando por u, V, w, los desplazamientos, sabemos que 
son las componentes de la aceleración : 

d^'U d'v d'w 

dt"^ ' di' ' dt^ ' 
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Antes de pasar adelante^ debemos hacer algunas observa- 
ciones para completar la inteligencia de lo que precede, 
evitar confusiones y prevenir dudas. 

Advertimos, una vez más, que siempre suponemos dirigir- 
nos á principiantes. 

1 ."^ Podrá llamar la atención de algunos, que en las ecua-^ 
clones del grupo (I) hayamos tenido en cuenta las compon — 
nentes de las fuerzas exteriores sobre la masa del paralelí 
pípedo, es decir^ 

fdxdydzX, pdxdydzYf pdxdydzZ, 

y que no las hayamos tenido en cuenta al establecer el equi- 
librio del tetraedro. 

La explicación es elemental, y se refiere al orden de pe- 
quenez de los diferentes términos. 

En el paralelepípedo hay que tener en cuenta la diferen- 
cia de los esfuerzos sobre las caras opuestas, diferencia que 
es de tercer orden de pequenez. 

Por ejemplo, sobre las caras perpendiculares al eje de las 
X tenemos 

(^N,-^N,+ -—^ dx\dy dz - -^ dxdydz, 

que es, en efecto, de tercer orden; lo mismo exactamente que 
cualquiera de las expresiones que acabamos de escribir, por 
ejemplo, Xodxdydz; de modo que no puede prescindirse 
de esta última, y por eso las tres ecuaciones pueden dividir- 
se por dx dy dz; y por eso quedan en las ecuaciones X, Y, Z. 
No sucede lo mismo con el tetraedro. No hay caras opues- 
tas, no hay diferencias de tercer orden; cada fuerza está muí- 



tiplicada por un elemento de superficie, lo mismo las Wy 
T que la P. Si además hubiéramos tenido en cuenta la 
fuerza exterior, y, por lo tanto,' para la primera ecuación, 
por ejemplo, X^dxdydz, al dividir por Ü hubiera resulta- 
do X>3 ^ , que es, como se ve. un infinitamente 

pequeño de primer orden; y como los demás términos son 
cantidades finitas, éste hubiera desaparecido al pasar al li- 
mite. 

2." El grupo (I) nos dice que para el equilibrio de un 
punto del interior de sólido elástico, las componentes de las 
tensiones N, T deben satisfacer á tres ecuaciones diferencia- 
tes parciales de primer orden, que son precisamente las de 
dicho grupo (I); son, pues, éstas, las que en cierto modo dan 
la ley de variación de las tensiones en el interior del sistema. 

En ellas, N¡. N.., N-_^, T„ T... T¡ se refieren á cada punto 
M del sólido, porque el paralelepipedo no ha sido más, por 
decirlo de esta manera, que el andamiaje geométrico que he- 
mos empleado para llegar á las relaciones (1). Habiéndolas 
ubtcnido, ya el paralelepípedo no existe; al pasar á los lími- 
tes, se va haciendo cada vez más pequeño, y. por último, to- 
das sus caras pasarán por el punto Af. 

Las ecuaciones del grupo (I) expresan, pues, una ley á que 
deben satisfacer las componentes de las tensiones por unidad 
para el punto M y para planos paralelos á los planos coor- 
denados. 

Ley diferencial á la que no serfa difícil dar una interpreta- 
ción geométrica. 

Resulta, pues, que N„ N^, N„, T,, 7",, T,¡ son funciones 
todas ellas de x, y, z, que son las coordenadas del punto M; 
y el problema analítico consistirá en integrar estas tres ecua- 
ciones, es decir, en buscar funciones de x, y, z para fas N y 
las T que satisfagan, ó de otro modo, que hagan idénticas 
las tres ecuaciones del grupo (I). 

A primera vista parece que el problema es indeterminado. 
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porque las ecuaciones son tres y son seis las funciones N„ 
N,, N„ T„ T„ Tg. 

Ocurre, pues, que podrían lomarse tres de estas funciones 
arbitrariamente, y por medio del grupo (I) obtener las res- 
tantes, con lo cual, el problema de la Elasticidad resultaría 
indeterminado. Resultado contrario, en general, á lo que da 
la experiencia y á lo que admitieron en un principio la ma- 
yor parte de los autores. 

Pero de todas maneras, este procedimiento es absoluta- 
mente inaceptable y de todo punto inexacto. 

Las N y las T no son independientes entre sí, ni pueden 
tomarse tres de ellas arbitrariamente. 

Vimos en una de las conferencias anteriores, que todas 
estas cantidades, es decir, las seis componentes N, T se ex- 
presan en función de los desplazamientos u, v, w, que son 
las verdaderas incógnitas del problema. Las N y las Tson 
incógnitas, en este concepto, secundarias, y quedan determi- 
nadas cuando se conocen las primeras; aunque sean por sí 
importantísimas. 

Esto lo veremos comprobado en la conferencia próxima, 
cuando de las ecuaciones del grupo (I) eliminemos N y T 
en función de u,v,w y tengamos tres ecuaciones diferencia- 
les entre estas tres componentes del desplazamiento. 

Y, sin embargo, cuando en alguno de los cursos próximos, 
estudiemos, al menos tal es mí propósito, las teorías de 
Maxwell, obtendremos ecuaciones, análogas á las preceden- 
tes, en la Electroestática, y diremos que el problema es in- 
determinado, y para resolverlo, consideraremos una solución 
particular; pero aun entonces, algo tendremos que observar. 
Ya hicimos constar varias veces, que la teoría de la Elas- 
ticidad es fundamental en toda la Física matemática. 

Si bien hemos dicho, que tiene caracteres particulares 
cuando se aplica á tos sistemas eléctrícus. 
Por ahora no adelantemos las ideas. 
3." Las ecuaciones del grupo (II), que se llaman las ecua- 
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ciones de los limites, establecen el equilibrio para cualquier 
punto de la superficie del sistema elástico. 

No es, si se nos permite el modo de expresarnos, un equi- 
librio de volumen, como el que determina el grupo (I), sino 
un equilibrio de superficie, ó para la superficie, en el caso de 
que el sistema no sea indefinido. 

Las W y 7" del grupo (II) no representan lo mismo que las 
^ y Tdel grupo (I). 

Estas últimas ya hemos indicado que son funciones de (res 
variables independientes, x, y, z, si se trata del equilibrio; y 
claro que serán funciones de cuatro variables, x, y, z, f, 
tiendo t el tiempo, si el problema es un problema de movi- 
miento elástico: por ejemplo, una onda de vibración que cir- 
oula por el sistema. 

Por el contrario, las Ny Tdel grupo (II) son funciones 
«de dos variables independientes; por ejemplo, x, y en el caso 
«del equilibrio; y de tres variables, x, y, t en el caso del mo- 
•%íÍmiento. 

La otra variable z, que era independiente en el interior del 
czruerpo, depende de x, y para la superficie. 

bs. 



«~ «presenta la ecuación de la superficie límite, esta ecuación 
«^ará z para cada sistema de valores de x, y. 

De modo, que en el grupo (II), ó en otro que de él se de- 
«:3uzca. se podrá, al menos en teoría, eliminar z, y este grupo 
<[. II) se convertirá en una ecuación finita ó diferencial, no pre- 
3 tjzguemos ahora la cuestión, de dos variables independientes, 
^>c, y; mientras el grupo (I) contendrá tres variables indepen- 
.ientes, según hemos dicho. Si se trata del movimiento, hay 
;Ue agregar siempre la variable independiente /. 
Si del grupo (I) ó de éste combinado con los valores de N 
y T, según explicaremos en la conferencia próxima, dedujé- 
semos los valores de N y T, al substituirlos en el grupo (II) 
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para ver si lo reducía á identidades, en estos valores de 
Ny T deberíamos poner el valor de z obtenido en la ecua- 
ción F=0. 

Son minuciosidades evidentes, y hasta de buen sentido, 
pero ninguna aclaración sobra, cuando se estudia una mate- 
ria por primera vez. 

Recordemos, antes de terminar esta conferencia, el camino 
que hemos seguido, para comprender bien el punto en que 
estamos, y lo que nos falta para la exposición completa del 
método de Lame. 

El hacer un resumen, de cuando en cuando, la experiencia 
me ha enseñado que es conveniente para la enseñanza. 

Volver la vista atrás, y abarcar de un golpe el camino 
recorrido, es la mejor manera de orientarse en la marcha. 

El método que vamos á exponer, decíamos al principio 
del curso, que en sus líneas generales es el de Lame, parte, 
según nosotros, de dos principios experimentales: 

I."" Que en cada punto del interior de un sólido elásti- 
co, y para cada dirección de un plano, que pase por este 
punto, que hasta pudiéramos suponer que es un plano de 
rotura, existe un esfuerzo que llamábamos tensión, en térmi- 
nos generales. 

2° Principio, también experimental: las deformaciones, 
ó sea los desplazamientos, dependen de las tensiones; ó á 
la inversa, las tensiones son funciones de los desplaza- 
mientos. 

Esto también lo comprueba la experiencia. 

Ambos principios, que nosotros en este método conside- 
ramos como experimentales, pueden establecerse á priorif 
haciendo hipótesis sobre la construcción íntima del cuerpo, 
y suponiendo fuerzas de atracción ó repulsión entre sus ele- 
mentos; pero esto, á nuestro modo de ver, es un método 
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híbrido, mezcla de dos métodos opuestos, porque admitidas 
dichas hipótesis, no hay motivo para no seguir el método de 
Cauchy; y en vez de considerar el equilibrio de cada parale- 
lepípedo elemental, consídeiar el equilibrio de cada punto 
como una de tantas masas infinitamente pequeñas de un 
sistema astronómico-molecular, si se nos permite emplear 
esta palabra. En resumen, el sistema de Cauchy, ó el sistema 
de Lame, puede decirse que se diferencian de este modo. 

Para el equilibrio del interior del cuerpo, Cauchy escribe 
las ecuaciones de equilibrio de cada punto; Lame y otros 
autores escriben las ecuaciones de equilibrio de un parale- 
lepípedo artificial é hipotético, que rodea á cada punto y lo 
contiene. 

Pero esto ya lo hemos indicado muchas veces. Sigamos 
nuestro resumen. 

Establecidos los dos principios fundamentales, dijimos 
que el método se descomponía en cuatro partes ó estudios 
parciales: 

1.'' Estudio de las tensiones. El resultado que obtuvimos 
fué,, que todas las tensiones, alrededor de cada punto, y en 
cualquier dirección, se expresaban en función de seis tensio- 
nes fundamentales, que llamábamos N^, N^, N^, T^, Tg, T^, 
y, naturalmente, de los cosenos directores del plano elástico 
de que se trate. 

2."" Estudio de las deformaciones, y llegamos á este re- 
sultado, análogo al del anterior: Que alrededor de cada pun- 
to, las deformaciones, ó, mejor dicho, las magnitudes de las 
deformaciones, dependen de seis cantidades fundamenta- 
les, ai, ag, ag, bi, b^, b.¿. 

3."* Expresión de las tensiones en función de las defor- 
maciones, y obtuvimos, en efecto, seis ecuaciones que nos 
daban las N y T, en función de las a, b. 
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4." Equilibrio, ya en el interior de un sólido elástico, ya 
sobre la superficie, si no es indefinido, para cualquier punto. 
Hemos obtenido, precisamente en esta conferencia, los dos 
grupos de ecuaciones (1) y (II), que enlazan las tensiones con 
las fuerzas exteriores: ya con las que actúan sobre los diferen 
tes puntos del cuerpo, que llamábamos X, Y, Z; ya con las 
fuerzas que actúan sobre la superficie, que llamábamos P para 
un punto cualquiera, y que, en general, serán oblicuas á la 
superficie. Su magnitud y su dirección dependerán de las 
coordenadas x, y, z del punto á que está aplicada. 



Podríamos dar por terminado este punto y pasar desde 
iuego á la determinación de las ecuaciones finales del pro- 
blema de la Elasticidad. Pero dejaremos esto para ta confe- 
rencia inmediata, y en la de hoy, á manera de ejercicio, ha- 
remos una comprobación de las ecuaciones, que hemos 
obtenido para expresar el equilibrio. 

En rigor, si para cada elemento del sólido hemos hallado 
condiciones de equilibrio, y éstas se aplican á todos los pun- 
tos del sistema, es claro que cualquier porción finita de éste 
se hallará en equilibrio también. 

Es un axioma, en efecto, que el sistema compuesto de mu- 
chos sistemas en equilibrio, en equilibrio se halla, 

Pero, de todas maneras, aun en Matemáticas, con ser la 
Ciencia de la exactitud, las comprobaciones satisfacen, son 
en cierto modo una garantía, de que en el curso de los cálcu- 
los no se ha comefido ningún error: es algo del método 
experimental. Y en la Física matemática, no en lodos los 
casos, y, por decirlo asi, de primera intención, se verifi- 
can estas comprobaciones, como, por ejemplo, se prueba al- 
gunas veces en la magnífica obra sobre electricidad y mag- 
netismo de Mr, Poincaré. 
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Vamos, pues, á demostrar, que las tres ecuaciones funda- 
mentales 
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verificadas para todos los puntos del interior del sólido, ex- 
presan, asimismo, el equilibrio de una parte finita de él; es 




Figura 47. 

decir, que para esta porción finita, considerada como rígida, 
se verifican las seis ecuaciones de equilibrio de la Mecánica 
racional: las tres componentes de las fuerzas paralelas á los 
ejes, resultarán iguales á cero, y los tres momentos ó los tres 
pares con relación á dichos ejes, serán iguales á cero 
también. 

Sea 5 (fig. 47) un sólido elástico, y s una porción interior 
del mismo completamente arbitraria. 
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Nos proponemos demostrar, que todas las tensiones que 
se ejercen sobre la superficie s se hacen equilibrio con las 
fuerzas interiores á s. 

Busquemos las componentes paralelas al eje de las x, y 
demostremos que esta suma es igual á cero. Lo que digamos 
para esta componente podríamos repetir para las otras dos. 

Tomemos para ello la prímera de las tres ecuaciones, que 
era precisamente la que se refería á dicho eje de las x. Mul- 
tipliquemos por dx.dy.dz, que es el factor por el cual dividi- 
mos la ecuación de la cual procede ésta, y sumemos todas 
las ecuaciones de esta clase en el interior del espacio s, que 
es sumar, como antes decíamos, sistemas en equilibrio. 

En rígor, esta suma es una integral triple, extendida á todo 
el sólido s. 

Representando abreviadamente la integral triple por 



r./(3) JJj 9 



tendremos 



C ^^^dxdydz+ C-^^dxdydz + 
/O) dx Jco dy 

C-^J^dxdydz + C p Xdxdydz = 0. 

J(3) d^ J(3) 



+ 



Consideremos la primera de estas integrales, y lo que de 
ella digamos, podremos luego repetir para las otras dos. 
La integral 

-dxdydz, 

(3) dx 

puede ponerse bajo esta forma, 



¡¡"'"•'f^'"- 
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Pero la parte que está bajo la úHitna integral puede inte- 
grarse desde luego, y la integral indefinida será Ni. 

Si suponemos que el fílete /(fig. 47), paralelo al eje de 
las X, encuentra á éste según dos cuadriláteros, abcd, 
áb'dd^ y representamos el valor de Ni, para el primero 
por ATi y para el último por N'\, dicha integral tendrá esta 
forma, considerando los dos límites y restando: 



I' fdydz{N\-N\). 



En rigor, no hemos hecho otra cosa que sumar todos los 
paralelepípedos infinitamente pequeños, comprendidos en 
dicho filete, desde un extremo de la superficie al otro, y es 
claro que la sección recta del expresado filete será constan- 
temente dx.dy. 

Las secciones extremas abcd, db'c'd las representare- 
mos para abreviar por i4, i4', y evidentemente, ambas seccio- 
nes se proyectarán paralelamente al plano de las yz según 
el rectángulo dx . dy. 

Si representamos por a, p, y los cosenos directores de la 
normal /i á la superficie s en un punto del área A, y por 
«'> P'> T > ^^s de la normal /i' á dicha superficie en un punto 
de A; y si además contamos hacia el exterior el sentido po- 
sitivo de dichas normales, tendremos evidentemente, 

dxdy = A(í, 
y también 

dxdy = — A' a 



/ f 



Con lo cual, la integral que estamos considerando, se con- 
vertirá en 

ffdxdy{N\-N\)=^fjMN\ +JjAaN\. 



Pero esto equivale á hacer la suma para todos los puntos 
de la superficie del elemento diferencial constante 



en que A es un área infinitamente pequeña de la superficie s. 
De suerte que el primer término podrá substituirse por 






Esta integral es doble y se extiende á todos los elementos 
infinitamente pequeños de la superficie; A es uno de estos 
elementos infinitamente pequeños; a es el coseno del ángulo 
que forma n con el eje de las x, contando siempre la parte 
positiva de n hacia lo exterior, y TV es la componente para- 
lela al eje de las .v para ese punto, y no olvidemos que re- 
presenta la acción de la parte de la derecha del sólido sobre 
la parte de la izquierda. 

A este propósito, debemos hacer una aclaración, que es 
evidente, pero que así y todo, no estará de más. 

Para el área A, por ejemplo, N representa la acción de la 
parte que está fuera del sólido s sobre el interior; el coseno a 
suponemos que es positivo, de modo que tendremos, en 
efecto, una tensión producida por la parte exterior á s sobre 
dicho sólido. 

Por el contrario, en la cara A'.N continuará representando 
la acción de la parte de la derecha sobre la izquierda, es de- 
cir, del sólido sobre la parte exterior; pero como a es negativa 
en este punto, según muestra la dirección de la normal n'. 
habrá que cambiar la dirección de A^, y tendremos, como 
antes, la acción de la parte exterior sobre la interior. 

Que es precisamente lo que nos interesa para nuestra de- 
mostración: calcular las tensiones de la parte que rodea al 
sólido s, sobre dicho sólido. 
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Lo que hemos expuesto para el primer término, podemos 
repetir para el segundo 



r 

Ja 



dT, 



(3) dy 



dx dy dz. 



Este se puede poner bajo la fotma: 



¡1"' "'f^ -"■ 



é integrando la .primera integral, que en rigor es sumar todos 
los elementos de un fílete rectangular de sección dx . dz per- 
pendicular al eje de las y, y representando por T^ y T'\ los 
valores de T^ en los dos puntos en que suponemos que el 
filete encuentra á la superficie 5, tendremos 

f -^ dx dydz= C dx dz {T\ — T\). 

J(3) dy J(2) 

Representando por By B las dos áreas que el fílete de- 
termina en la superficie s; como siempre, por a, |3, y, y «', ?', y' 
los cosenos directores de las dos normales á B y B*; y con- 
tando la parte positiva de estas normales hacia lo exterior, 
resultará 

dxdz = B'? 

y también 

clxdz = -B'P\ 

y, por lo tanto, 

f ^ dx dydz= f {B? r, + B'?' r '3). 
J(3) dy .7(2) 

Por consideraciones análogas á las que hicimos hace un 
momento, vemos que estas dos integrales pueden expresarse 
por uiía sola que se extienda á toda la superficie; en efectQ, 
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ambas integrales no hacen más que completarse, refiriéndose 
una al punto de entrada de los filetes, y otra al punto de sa- 
lida. Esta integral única será 



Ji2) 



Repitiendo los anteriores razonamientos para la tercera 
integral, 

— —dxdydz, 
(3) dz 



r 

J(3) 



se transformará en la siguiente: 



J(2r 



Por último, la integral 



I }XdxdydZy 

7(3) 



representando por dm la masa infinitamente pequeña de 
un elemento de volumen, puede también escribirse de este 
modo: 



J(3 



dm . X. 

(3) 



Con lo cual, la ecuación que vamos transformando, se 
convierte en esta nueva ecuación : 

Jk2) J{2) Ja) J(3) 



Las tres primeras integrales se refieren á la superficie s; 
luego pueden substituirse por una integral única, compren- 
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diendo todos los puntos de dicha superficie, y agrupando los 
términos para cada punto, las tres cantidades A, B, C se 
reducirán á una, á saber: el elemento Infinitamente pequeño 
de área en el punto que consideramos: representándolo 
por ds resultará por fín : 

f (N,a+r3p+7;T)rfs+ C dmX=^0. 

J(2) J(3) 



Si recordamos las fórmulas de una conferencia anterior, y 
aun de esta misma conferencia, en que determinábamos las 
componentes de las tensiones sobre un elemento cuyos 
cosenos directores eran a, p, y, veremos que el paréntesis 
de la primera integral no es otra cosa que la componente 
de dicha tensión paralela al eje de las x, por unidad de su- 
perficie, sobre el elemento de ds cuyos cosenos directores 
son precisamente a, p, y. 

Luego resulta que el primer término representa la suma de 
todas las componentes paralelas al eje de las x, de las ten- 
siones que actúan sobre la superficie s; y que el segundo 
término representa asimismo la suma de todas las compo- 
nentes paralelas á dicho eje para las fuerzas , que actúan en 
ios diferentes elementos de la porción del cuerpo elástico 
<lue limitas. 

Es decir, que la suma de todas las componentes paralelas 

eje de las x para la porción s, que estamos considerando, 

igual á cero. 

Lo mismo podríamos demostrar para las componentes pa* 
a^lelas al eje de las y^ y para las componentes paralelas al 
' j ^ de las z. 

Las tres prímeras ecuaciones de equilibrio de una porción 
Iquiera del sólido elástico quedan, pues, satisfechas. 
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Pasemos, pues, á las ecuaciones de los momentos, par- 
ado siempre de las tres ecuaciones de equilibrio 



dx dy dz 



dx dy dz 

dT. , dT, , dNs 



+ ^^ + -^^ + pZ_0. 



dx dy dz 

Multipliquemos la segunda de las ecuaciones por z, la 
tercera por y, y restemos: resultará, 

t dx dy dz j [_ dx dy dz J 

+ p(Kz-Zy)=^a 

y agregando y restando T, bajo esta forma 

. ^ dz T ^y 

dz dy 

tendremos: 



{ 



^^-r^^.AiL^zJIju^T.ál.]- 



dx dy dz dz ) 



\ dx dy dy dz J 

Ahora bien, como x, y, z son variables independientes, 
podemos pasarlas bajo el signo diferencial, cuando la dife- 
renciación sea respecto á otra variable. Así, por ejemplo, 

podremos escribir z "'- bajo la forma - ^ 



dx dx 

Además, 

dz ^ dz dz dy dy dy 



1 
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De modo que ia ecuación anterior puede escribirse como 
sigue : 

/ dT,z ^ dN,z ^ dT,z \ í dT.y ^ dT,y ^ dN,y\^ 
\ dx dy dz ) \ dx dy dz ) 



ó reuniendo los coeficientes diferenciales que se refieran á 
ia misma variable, 

d{T^z-T,y) ^ d(N,z^T,y) ^ d(T,z-N,y) ^ 
dx dy dz 



Multiplicando por dx.dy .dz é integrando en toda ia ex- 
tensión de ia parte de sólido que consideramos, contenida 
en la superficie s, tendremos: 

C'^'^^'-^^y^dxdydzi- r'^''^''-''^y^dxdydzi- 
J(3) dx Jc3) dy 



+ 



rd{T\z — N^¿^¿y¿^_^ C f{YZ'^Zy)dxdydz=0. 

Jk3) dz J(3) 



El resto del cálculo es exactamente el mismo que el que 
hicimos para las componentes paralelas á los ejes. Así, en 
el primer término, se puede hacer la integración respecto 
á x; en el segundo, respecto á y; en el tercero, respecto á z. 
Después se pueden introducir los cosenos (í,?, y en cada 
uno de los filetes de la integración. 

Baste copiar el resultado que allí obtuvimos substituyendo 
á Nu 7^8, Ti los binomios 

{T,z - T,yl {N,z - T,yl {T,z-N,y), 
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y tendremos: 



+ f pdxdydz{zY — yZ) = 0, 

J(3) 



Ó bien 



f Ur^a+N.p+r.T)- j;(r,a+ri?+7Vsr)]tf5 



+ 



+ C dm{Yz — Zy) = 0. 

J(3) 



Pero {Tj^a + Ni^+.T^y)ds es la componente paralela al 
eje de las y de la fuerza que actúa sobre el elemento ds, y 
multiplicada por z es el momento con relación al eje de las 
X de dicho componente. 

Asimismo, (r^ a + Ti ,3 + ¡^,ii)ds es la componente paralela 
al eje de las z de la fuerza que actúa sobre dicho elemento 
ds, multiplicada por y dará el momento con relación al eje 
de las X. Y como la integral es doble y se refiere á toda la 
superficie s, claro es que representará el momento con re- 
lación al eje de las x de todas las tensiones que actúan so- 
bre dicha superficie s. 

Pero la última integral triple representa el momento con 
relación á este eje de las x de las fuerzas que actúan sobre 
los diferentes elementos del sólido; luego resulta compro- 
bado que los momentos con relación al eje de las x de to- 
das las fuerzas, dan un resultado igual á cero. 

Como lo mismo podríamos repetir respecto á los otrc 
dos ejes, resultan asimismo comprobadas las tres últim 
ecuaciones de equilibrio. 

La demostración que precede está tomada, con peque 
variantes, de la obra de Mr. Lame, que hemos citado v?^ 
veces, sobre elasticidad de los cuerpos sólidos. 



I 

I 



Señores: 

Hemos estudiado ia distribución de las tensiones alrede- 
dor de un punto, haciendo depender todas ellas de seis com- 
ponentes N, 7" para diclio punto, y de los cosenos directo- 
res del plano elástico correspondiente á cada tensión. 

Estudiamos, asimismo, las deformaciones alrededor de un 
punto M. haciéndolas depender á su vez de seis deforma- 
ciones fundamentales a, b. 

Expresamos las tensiones en función de las deformacio- 
nes; es decir, N, T en función de a. b. Y para simplificar el 
problema, admitimos que el cuerpo era isótropo, con lo cual 
las 36 constantes del caso general se reduelan á dos: >., j*. 

Claro es que en todas estas relaciones, ni conocíamos 
N, T, ni tampoco a, b, porque no hemos resuelto todavía el 
problema de la Elasticidad; pero sean cuales fueren estas 
cantidades, y en todos los casos, existen las relaciones que 
hemos establecido, ya generales, ya simplificadas, 

Del mismo modo que en un problema de Algebra elemen- 
tal, no se conocen las incógnitas, pero se representan por 
letras, y entre ellas se obtienen relaciones por virtud de la 
misma definición del problema, para deducir de estas rela- 
ciones analíticas los valores de las incógnitas. 

Por último, hemos tiallado las condiciones de equilibrio ó 
de movimiento para un elemento cualquiera del sólido elás- 
tico, asf como para un punto cualquiera de la superficie li- 
mite, si el sistema no es indefinido. Si lo fuera, no habla 
para qué tener en cuenta estas últimas. 

Dichas ecuaciones de equilibrio, estático ó dinámico, son 
fundamentales, y son ecuaciones diferenciales en T^, 7,, T^, 
AJ¡, N., N^; y entran además en dictias ecuaciones las com- 
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ponentes de las fuerzas que vienen de lo exterior y actúan 
sobre cada elemento del sistema elástico. 

Si éste es limitado, en las ecuaciones que expresan el 
equilibrio de la superficie, entrarán también las fuerzas exte- 
riores que sobre dicha superficie actúan. 

Claro es que este último problema puede ser más gene- 
ral, porque pueden no conocerse estas fuerzas exteriores y 
estar substituidas por ciertas condiciones de empotramiento 
del sólido; pero son casos más complicados y en que no po- 
demos fijamos, al menos, por ahora. 

Tenemos, pues, con lo dicho, lodo lo necesario para obte- 
ner las fórmulas finales. 

Fijemos las ideas. 

Hemos obtenido las N y T, acabamos de recordarlo, en 
función de las a, b, lo cual expresaremos simbólicamente de 
este modo: 

(N, 7-) = F(o.6)i (1) 



ecuación simbólica, repetimos, que en rigor, como ya hemos 
visto detenidamente, se resuelve en seis ecuaciones lineales 
en a, b. 

Hemos obtenido asimismo las ecuaciones diferenciales de 
equilibrio, que podemos expresar también simbólicamente 
por 

F,{N. T) -O, (2) 

que se resuelven en tres ecuaciones para el interior del cuer- 
po y otras tres para la superficie si el cuerpo está limitado. 
Pues ya no nos queda más que hacer, que del grupo (I) 
deducir las Nj^y substituir sus valores en el grupo (2), con 
lo cual obtendremos una relación 



^{a.b)-0. 



(3) 



que será equivalente á otras tres s¡ el sistema es indefinido, 
ó á otras seis sí es un cuerpo elástico limitado. 



Las ecuaciones del grupo (3), que contienen a,, a.., üj, 
"fi,, 6j, b.„ serán las ecuaciones fundamentales del proble- 
ma; porque recordarán mis oyentes, que las cantidades a, b 
eran funciones de las derivadas 




du 
dx 


du 
dy 


du 
dz' 


dv 
di 


dy 


dr 
di' 


dw 
dx 


d» 
dy 


dw, 
dz' 



ne suerte que, en rigor, el grupo (3) representará ecuaciones 
diferenciales de las componentes de un desplazamiento cual- 
quiera u, V, IV, con relación á las variables independientes 
X, y, z. 
I Podemos, pues, decir, que el grupo (3) es un grupo 



A(H, V, H") = O, 



(4) 



que expresa relaciones entre las verdaderas incógnitas a, v, 
H», y que puede servir para determinarlas en función de x, y, 
z; es decir, para cualquier punto del sistema y en función de 
los datos, ó sea de todas las fuerzas exteriores, así como de 
aquellas cantidades que definen la estructura ó naturaleza 
del sistema elástico, que en el caso de un sólido isótropo, 
son precisamente las constantes X, ^. 

Claro es que las ecuaciones del grupo (4) no son ecuacio- 
nes en términos finitos, sino ecuaciones diferenciales; más 
concretamente, en diferenciales parciales de u, v, w, con re- 
lación á las variables independientes x, y, z, y además del 
tiempo / si e! problema es de dinámica. 

Más aún; este grupo (4) representará ecuaciones diferen- 
ciales de segundo orden para el sólido indefinido, como ve- 
remos bien pronto, y como puede preverse desde luego. 




Porque, en efecto, las N. T se expresan en función lineal 
de o, h. según el grupo (1); pero a, b son coeficientes dife- 
renciales de primer orden. ' 

Las primeras del grupo (2), que son las que expresan 
las condiciones del equilibrio del paralelepípedo elemental, 
contienen linealmente coeficientes diferenciales de primer or- 
den de N. T con relación á x. y, z; luego, al substituir en 
éstas, como fiemos dicho, los valores de N, T, entrarán coefi- 
cientes diferenciales de segundo orden de u, v, w. 

En suma; las ecuaciones fundamentales del problema de 
la Elasticidad, que son las contenidas en el grupo (4), en 
cuanto al sólido indefinido, son ecuaciones en diferenciales 
parciales de segundo orden de u, v, w, con relación á x, y, z; 
y si el problema es de dinámica, también con relación á /. 

El problema está, pues, planteado analíticamente; puede 
decirse que, hasta cierto punto, aqui concluye el problema de 
Física matemática, y empieza un problema de análisis puro, 
ó sea de cálculo integral que, exceptuando casos particula- 
res, es de una dificultad inmensa aun para los cuerpos isó- 
tropos; porque para éstos, es cierto que >. y ¡i son constan- 
tes, pero las fuerzas exteriores pueden ser funciones de x, y, 
z, y hasta en un caso más general, pueden ser funciones de /. 

La integración será, por lo tanto, muy difícil; pero no es 
esto sólo. La dificultad principal procede, como ya explicá- 
bamos en el curso anterior, de que no basta integrar las tres 
ecuaciones del grupo (4) indicadas, ó por lo menos, obtener 
un número indefinido de integrales particulares. 

La verdadera dificultad consiste en que dichas tres ecua- 
ciones del grupo (4) no expresan, por decirlo así, más que 
una parle de las condiciones del problema. 

Las soluciones que encontremos para ellas, han de satis- 
facer á otra clase de condiciones, que pueden dividirse en 
dos clases: 

I." Condiciones iniciales, si se trata de un problema de 
Dinámica, es decir, para el tiempo / -= 0. 
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2."^ Condiciones relativas á los límites, si el sólido no es 
indefinido. Y aquí está la dificultad enorme del problema. 

Porque si el sólido es indefinido, el grupo (4) se reducirá 
á tres ecuaciones; pero si el sólido está limitado, habrá que 
satisfacer á seis ecuaciones diferenciales, de suerte que las 
integrales de las tres primeras han de tener suficiente gene- 
ralidad, como explicábamos en el curso precedente, para sa- 
tisfacer á las tres últimas. 

Todo esto, que hemos expuesto en términos generales, 
debemos precisarlo aún más. 

* ♦ 

Hemos expresado N, T en función de a, 6 y para el caso 
en que el cuerpo sea isótropo por las siguiente fórmulas : 

Ni =xe + 2jxai 
N2 = ).e + 2iJLa2 

Ti = 2[ibi 
Tg = 2 [X ftj 

Tg = 2 JX 63 

en las que O representa la dilatación cúbica, de manera que 

^ du , dv , dw 
dx dy dz 

y además sabemos que a^ a,, a.s, b^, b^, b^, se expresan en 
función de las derivadas de u, v, iv, con relación á x, y, z, 
del siguiente modo : 

dü dv dw 



dx* dy * dz' 

^ - dv . dw du , dw r.. du , dv 

dz dy ' dz dx dy dx 
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Resulta de aquí que las fórmulas (!') en rigor, tienen esta 
forma : 



7"i 



dv 
dz 

\clz dy / 
^ / du . dw\ 

^ / du . dv \ 

Así tenemos expresadas las N y 7 en función de las de- 
formaciones, sea de las derivadas primeras de 2/, v, w, con 
relación á x, y, z. 



* * 



Hemos obtenido asimismo las tres ecuaciones de equili- 
brio de un paralelepípedo elemental, situado en lo interior 
del cuerpo en un punto cualquiera. 

Estas ecuaciones, que son las del grupo (2), eran para el 
caso del equilibrio 



+ pX = 0, 



dNi 
dx 


, dT, 

dy 


»- 1^ « 


dTt 
dz 


dT, 
dx 


, dN, 

dy 


• + ■ 


dT, 
dz 


dT^ 

» 


+ '^^ 


■ + 


dN^ 

■ 



+ pK-=0. (2') 



+ pZ=0. 
dx dy dz 
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Análogamente el equilibrio de ün punto de la superficie 
está definido por las tres ecuaciones siguientes: 

en las que si P es la presión exterior por unidad de super- 
ficie y /, m, n, son sus cosenos directores, se tiene : 

Xo = Pl, Yo = Pm, Zo = Pn. 
De modo que las ecuaciones anteriores, serán : 

representando a, ^, y los cosenos directores de la normal á 
la superficie límite en el punto, para el cual el grupo (2i) 
exprese el equilibrio. 

Si se tratase de un problema de movimiento elástico, no 
habría más que introducir las fuerzas de inercia, que depen- 
derían de las segundas derivadas de ¿/, v, w, con relación á 
/, según hemos explicado tantas veces. 






Por último, para obtener las ecuaciones definitivas, basta 
substituir en los grupos (2') y (2^) en vez de las TV y T los 
valores de estas cantidades, según determina el grupo (V), 
ó bajo la forma desarrollada, ó bajo la forma abreviada, y 
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tendremos para las ecuaciones de la Elasticidad en un punto 
cualquiera del sistema elástico 



dx ^ dy 

[du dw 1 
dz dx\ 



d 



dz 



Esta es la primera de las tres ecuaciones : las otras dos se 
obtendrán del mismo modo. 
Desarrollando, tendremos: 

. d6 , „ d»u , d*v , d'u , 
dx '^ dx* ^ dxdy ^ dy* 

, d*u . d*w . „ _ 
^ dz* ^ dxdz. ^ 

y también 

. d9 , d*u , d*v , d*w , 
dx^dx*^^dxdy^^ dxdz 

^ ^[17' -^ 7^^ 7f\-^ ''''=''' 

« 

que puede ponerse bajo esta forma: 
dd , d / du , dv , dw 



K 



dx 



, d / du dv . dw \ 
dx \ dx dy dz / 



^ L 'ix* dy^ dz*] ' 



y como 



du , dv . dw , ^ 



dx dy dz 
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resultará por fin : 



(■^ + /) 



de , rd^u , d^u , d^u 



dy^ d^z 



] 



+ pA' = 0. 



Por consideraciones análogas, substituyendo en las dos 
últimas ecuaciones del equilibrio del paralelepípedo los va- 
lores de Ny T, se pueden obtener dos ecuaciones análogas 
á la precedente. 

Claro es que también se llega á ellas con más brevedad, 
aplicando á esta última las substituciones circulares 



u V w 
V w u 



X y z 
y z X 



X Y Z 

Y Z X 



y tendremos de esta manera las otras dos ecuaciones de la 
Elasticidad para un medio cualquiera elástico: 



Q^+V^) 



(^ + 1^) 



dy 
dz 



, / d^u , d^v , d 



+ !-( 



d^w 
dx'- 



+ 



dy^ 
d^w 



+ 
dy» dz 



X* ) 

z^ ) 



dx 
d 



+ pK-=0, 



+ pZ = 0. 



Todavía es posible simplificar la forma de las ecuaciones 
precedentes, adaptando un símbolo de aplicación general en 
toda la Física matemática. 

La operación por la cual se toma la derivada segunda con 
relación á x de una función dt x,y,z; y asimismo la deriva- 
da segunda con relación d y, y por último, lá derivada se- 
gunda con relación d z, y se suman estos fres resultados; 
esta operación, decimos, se representa por el símbolo 



"" +4^+ 



d'- 



dx^ dy'' 



dz^' 



y abreviadamente por la letra griega ¿, de modo que 

dx' dy- dz* 

Dicha expresión es, como acabamos de explicar, un símbo- 
lo, como en Algebra elemental el símbolo de ta multiplicación 
6 el de la división ú otro cualquiera más ó menos compli- 
cado. 

Para que dé resultados matemáticos, que puedan conver- 
tirse en expresiones numéricas, 6 por lo menos en magnitu- 
des, aunque no se precise la unidad, es necesario que dicho 
símbolo se aplique á una función de x, y, z. 

Por ejemplo, siendo F{x,y, z) una función cualquiera de 
tres variables independientes, si á esta función se aplica el 
símbolo i ya obtendremos un resultado concreto y determi- 
nado, porque resultará. 



AF-- 



d^F d^F d^F 
dx» d>" dz' ' 



que indica una operación ó una sene de operaciones sobre 
la función conocida F. 

De aquí se deduce, aplicando el símbolo A, á u, v, w, que 
las tres ecuaciones anteriores pueden escribirse bajo esta 
forma abreviada, que es la que generalmente se usa: 



a + l^)-^ + l^ii' + pK = 
dy 



(I) 



En estas ecuaciones ya sabemos que 6 representa la di- 
latación cúbica y que i es el símbolo de una operación de- 
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terminada, símbolo á que también se da el nombre de ope- 
rador. 

Cuando queramos desarrollar cualquiera de estas ecuacio- 
nes, no habrá más que substituir por O y A, lo que acabamos 
de decir que significan. 

Por ejemplo, la primera ecuación de las tres desarrolladas 
se convertirá en 

^ , . d / du . dv . dw\ . 

^\ dx» dy^ dz* ) ^ 
ó bien 

^\dx^^ dy^ dz^ } ^ 

lo mismo pudiéramos decir respecto á las otras dos ecua- 
ciones. 

Y vemos que las tres ecuaciones fundamentales para todo 
el medio elástico, considerado como indefinido, son ecuacio- 
nes en diferenciales parciales de segundo orden de los despla- 
zamientos u, V, w respecto á las variables independientes x, y, z; 
las coeficientes de las diversas derivadas son, pues, constan- 
tes en el caso de un cuerpo isótropo; pero las componen- 
tes X, y, Z de las fuerzas exteriores pueden ser funciones 
variables de x, y, z, y esto es lo que complica el problema 
de la integración. 

Dadas, en cada caso particular, X, Y, Z, sean cuales fue- 
ren las condiciones de las superficies límites, los valores de 
u, V, w, es decir, 

u (x, ;;, z), vix,y,z)w (x, y, z). 
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deben satisfacer á las tres ecuaciones (1), que por eso se dice 
que son las ecuaciones de equilibrio de un medio elástico in- 
definido. 

Pero aunque encontremos valores de u, v, w que satisfa- 
gan á las tres ecuaciones (I), no por eso habremos resuelto 
el problema. 

El que u, v, w satisfagan á (I) es condición necesaria, pero 
no es condición suficiente si el sistema está limitado. 

Porque será preciso, además, que satisfagan á las condi- 
ciones de equilibrio de la superficie. 

Veamos cuáles son éstas : 

Ei método para hallarlas es exactamente el mismo que el 
que acabamos de emplear para los medios elásticos indefi- 
nidos. 

Hemos visto que el equilibrio de un punto cualquiera, en 
una de las superficies límites de un sólido elástico, está de- 
terminado, suponiendo que P representa la fuerza exterior, 
que actúa sobre dicho punto, que /, m, n son sus cosenos 
directores y que a, 3, y son asimismo los cosenos directores 
de la normal al elemento de superficie que contiene el punto 
en cuestión ; está determinado, decíamos, por las ecuaciones 

Pl =N,a+T,?+T,y, 
Pm= TsOi + N,?+T,y, 
Pn = T,a-\-T,? + N^y. 

Los valores de las N, T en función de las deformaciones 
son, como siempre, 

Ni - Id + 2 ¡ii ^" 



N2 = xe + 2¡ii 



yv3 = xe + 2iJL 



dx ' 
dv 

dw 
~dz 
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^\dz dx f 
_, / dv , du \ 

Pues del mismo modo que susbtituíamos estos valores de 
las N, T en las ecuaciones que representaban el equilibrio 
del paralelepípedo elemental, tendremos que substituir dichos 
valores en las tres ecuaciones que hace un momento hemos 
recordado, y que expresan el equilibrio del tetraedo de la su- 
perficie. 

Haciendo dicha substitución tendremos 



* * 



Las ecuaciones (1) y (11) resuelven por completo el pro- 
blema del equilibrio. 

Pero hay que advertir que á estas últimas debe agregarse 
la ecuación de la superficie límite; porque en las ecuacio- 
nes (11) las tres variables x, y, z no son independientes, 
puesto que se trata de puntos situados en dicha superficie, 
cuya ecuación representaremos por 

Fix,y,z) = 0. (F) 
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De manera que las ecuaciones del problema del equilibrio 
de los cuerpos elásticos en realidad son siete, que las pre- 
sentaremos unidas para fijar mejor las ideas. 

Ecuaciones de un medio indefinido : 

dx 

(X + pL)^ + HLAí/ + pK=0, (1) 

dy 

az 
ecuaciones del equilibrio de la superficie: 



V, 






y la ecuación de la superficie que hemos representado por 

Fix,y,z) = (F) 

Estas siete ecuaciones (I), (11), (F), son las que resuelven 
el caso general del problema de equilibrio de los sólidos 
elásticos. Repetiremos, como resumen, lo que ya hemos di- 
cho varias veces respecto á cada uno de estos grupos de 
ecuaciones. 

Dada la significación de los símbolos O, A, el grupo (I) está 
formado por tres ecuaciones diferenciales lineales de segun- 
do orden de las funciones í/, v, w con relación á x, y, z. Son 
lineales, puesto que se componen de suma de términos, en 



(11] 



cada uno de Iqs que sólo entra la primera potencia de una 

derivada. 

Además contienen las componentes X,Y, Zy las fuerzas 

de inercia si en vez del problema del equilibrio se trata del 

movimiento. En este último caso entra un nuevo coeficiente 

d'ü d^v d^w 
diferencial en cada ecuación: , , ; pero aun 

dr- dt^ dt^ 
asi continúan siendo lineales, sólo que en vez de ser tres 
las variables independientes son cuatro, x, y, z, U 

El grupo ( II ) está formado también por tres ecuaciones 
diferenciales parciales, pero de primer orden, en razón á que 
sólo entran los coeficientes diferenciales de primer orden 
de ü, V, w con relación á x, y, z. 

Sin embargo^ debemos hacer alguna observación aclara- 
toria. En rigor, si son tres las funciones, á saber: u, v, iv, las 
variables independientes no son más que dos, porque la 
^uación (F) determina una de ellas; por ejemplo, z en fun- 
dón de X, y. 

En cada caso particular las ecuaciones (II) tomarán otra 
fonna, que explicaremos en breve. 



^^ntinuemos estudiando el caso del equilibrio elástico. 

'-^s explicaciones que siguen, excuso decir que están de- 

'cadas á los principiantes) para los que toda aclaración es 

''teniente; porque si confirma sus propias ideas les da más 

^'■idad en lo que estudian, y si aclara dudas ó corrige 

^/"^^ les aprovecha todavía más. 

* '^s ecuaciones (I), (II) y (F) fueran ecuaciones ordina- 

^^ las que se estudian en Algebra, podría suponerse que 

*^^^t>lema era imposible, exceptuando en casos partícula- 

. • t^orque nos encontraríamos con siete ecuaciones y tres 

^^itas nada más: w, v, w. 

^ cual echaría por tierra todo nuestro método, pues el 



sentido común y la experiencia demuestran, que el problema 
de la Elasticidad es un problema posible, y la única duda que 
pudiéramos abrigar es la de si tendrá más de una solución. 

Pero esta dificultad no existe en el caso que tratamos, por- 
que las ecuaciones del problema no son ecuaciones en tér- 
minos finitos, como las del Algebra elemental, sino ecuacio- 
nes en diferenciales parciales, que tienen, hablando en tér- 
minos generales, multitud de soluciones y que contienen 
por lo mismo funciones arbitrarias. 

De suerte que los términos de la cuesti6n varían por com- 
pleto. 

Resolver estos problemas, quiero decir buscar soluciones 
para el sistema de dichas siete ecuaciones, será muy difícil, 
pero en teoría la marcha general se comprende fácilmente. 

Ya la explicábamos en el curso anterior. 

Hoy la recordaremos, aunque con mayor brevedad. 

En primer lugar, buscaremos las soluciones más generales 
del grupo (I); si pudiéramos encontrarlas y contuviesen tres 
funciones arbitrarias y¡,f-., 'ja de x,y,z ó eliminando z por 
medio de (F), funciones tan sólo de x,y. no habría masque 
substituir en el grupo (II) dichos valores de «, v, iv, asi como 
ei valor de z, y e^te grupo se reduciría á tres ecuaciones en 
diferenciales parciales de las expresadas funciones «Ji , -f j, =; 
tomadas con relación á las dos únicas variables independien- 
tes X, y. 

No habría más, por consiguiente, que integrar el grupo (II) 
transformado, y con esto quedaría resuelto el problema, de- 
terminando las constantes por las condiciones particulares 
de cada caso. 

Así dicho, la solución en teoría no puede ser más sencilla, 
y al final del curso precedente dimos varios ejemplos. 

A lo que entonces expusimos nada tenemos que agregar 
por ahora. 

Hasta aquí nos hemos referido casi constantemente al pro- 
blema del equilibrio de los cuerpos elásticos. 



I 
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En cuanto al problema del movimiento elástico de los sis- 
temas, todo se reduce, como hemos explicado varias veces, 
y según los principios de la mecánica racional, á incluir en- 
tre las fuerzas X, Y, Z las fuerzas de inercia del sistema. 

Así el grupo (I) se transformará en el siguiente, pasando 
las fuerzas de inercia al segundo miembro: 

dO d-v 



dy ' ' ' " ' dV^' 



Y aquí pudiéramos dar por terminada la materia del pre- 
sente curso, pero hay dos cuestiones importantes que no tra- 
tamos en el curso anterior, y sobre las cuales algo diremos 
todavía. 

Estas dos cuestiones son las siguientes: 

1 ." Expresión del trabajo interno de un sólido elástico. 

2.° Teoría de las coordenadas curvilíneas, principalmen- 
te cilindricas y esféricas aplicadas al problema de la Elasti- 
cidad. 






Expresión del trabajo de un sólido elástico.— Ya lo hemos 
explicado algunas veces, sobre todo en el primer curso de 
esta asignatura. La Mecánica clásica, entre otros conceptos 
fundamentales, parte del concepto de fuerza, 

A él se refieren, ó con él se enlazan, todos los demás con- 
ceptos de esta ciencia. 

La definición del trabajo mecánico, en el concepto de fuer- 
za, se funda, puesto que el trabajo desarrollado sobre un 

a.* parte. i; 



punto en movimiento es la sama de los productos, para todos 
los instantes y para todos los elementos de la trayectoria, de 
la fuerza por el camino infíniiamente pequeño que recorre el 
punto y por el coseno del ángulo que Jorman las dos lineas á 
que nos referimos: fuerza y camino. 

El trabajo, por lo tanto, no es un concepto primitivo, sino 
derivado, y aunque imporiantisimo, pueden estudiarse todos 
los problemas di; la Mecánica clásica, sin necesidad de tia- 
blar del trabajo. 

Todas estas ideas se han modificado notablemente de al- 
gunos años á esta parte. 

El concepto de trabajo se ha incluido en el de energía ; y 
en las teorías modernas ¡a energía tiende á ser preponderan- 
te, hasta tal punto, que algunos autores quisieran empezar 
el estudio de la mecánica por el de la energía, suponiendo 
que el concepto de fuerza es abstracto y artificial. 

Sobre esto mucho habría que discutir, pero sea como fue- 
j"e, y mientras llega el dia en que podamos dedicar estas 
conferencias al estudio de la /•isica matemática moderna, no 
será inoportuno, ni será estéril, que vayamos dando al con- 
cepto de trabajo la importancia que hoy realmente tiene. 

Cuando sobre un cuerpo elástico actúan fuerzas exteriores, 
ya en sus diferentes elementos, ya en la superficie limite, por 
ejemplo, la gravedad y presiones exteriores, todos los pun- 
tos del sistema cambiarán de posición, describirán caminos 
infinitamente pequeños, cuyas componentes serán precisa- 
mente u, v,w,yá cada uno de estos desplazamientos corres- 
ponderán trabajos elementales, cuya suma total será el tra- 
bajo á que está sometido el sólido elástico. 

Precisemos aún más las ideas, y fijémonos en el método 
de Lame. 

En este método el elemento infinitamente pequeño del sis- 
tema elástico, es un paralelepípedo, cuyas aristas hemos 
designado por dx, dy, dz. 

Sobre las caras de este paralelepípedo actúan tensiones, 
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que podemos suponer aplicadas á los centros de las caras.- 
las componentes de estas tensipnes son las que hemos desig- 
nado por Ti, Tg, Ts, Ni, yVg, Ng. 

Puesto que dichos puntos se mueven, á sus desplazamien- 
tos corresponderán, como acabamos de decir, trabajos ele- 
meDtales, cuya suma vamos á calcular, siguiendo el método 
que sigue Lame en sus «Lecciones sobre la teoría matemá- 
tica de la Elasticidad de los cuerpos sólidos». 

Las tres ecuaciones fundamentales del equilibrio del para- 
lelepípedo, hemos visto que son las siguientes: 

dNi ^ dT, ^ dT, Q^ 
dx dy dz 

dx dy dz ' 

dx dy dz 

para el caso en que no existen fuerzas exteriores más que 
sobre la superficie; es decir, en que se tiene 

^ = 0, K=0, Z=0. 

Este es, en efecto, el único caso que por ahora vamos á 
considerar, que es el que considera Lame. 

Multiplicando cada una de las ecuaciones anteriores por 
udxdydz la primera, y por vdxdydz y wdxdydz las 
otras dos, sumando é integrando en toda la extensión del 
cuerpo, ó sea hasta las superficies límites, tendremos: 

J(3)\ dx dy dz ) 



(T) + 



C(ÉIl. + ÍEl. + ÉJl\udxdydz + 
J(3)V dx dy dz ) 



r ídT, ^ dT, ^ dN,\ 
J(3)\ dx dy dz J 



+ Jf_Li.+iLLi.+iíilLUrf;crfxrf^ = 0, 



-aeto - 



en que hemos representado por | la integral triple respec- 



í la ii 



to á x,y, z, según costumbre. 

Cada una de las integrales anteriores puede integrarse, 
desde luego, respecto á una de las variables: que es integrar 
respecto á un ñlete paralelo á uno de los ejes coordenados. 

Por ejemplo, la integral 



J(3) 



^^1 ^ ^ W 

' udxdydz, 



dx 



puede escribirse de este modo: 



Cudydz i 1- dx 



é integrando por partes respecto á x, y representando por 
N\, N'\ los valores de N^ en las dos extremidades del filete 
paralelo á las x, lo cual supone, para simplificar, que dicho 
filete sólo corta á la superficie límite en dos puntos; y asi- 
mismo por í/', í/" los valores de u en ambos puntos extre- 
mos, resultará por fin: 

f -^ üdxdydz= f {N\ u' — N'\ u') dy dz ~ 

J(3) dx J2) 



-/. 



N, dxdydz. 

dx 



« 

Esto mismo podemos hacer respecto á todos los demás 
términos de la integral. 

Pero á la integral doble le podemos aplicar una simplifica- 
ción, que ya hemos empleado antes introduciendo el elemen- 
to superficial ds de la superficie límite. 

Si representamos por «, ?, y, los cosenos directores de la 
normal á dicho elemento ds, según vimos, se podrá substi- 
tuir á dydz sus valores ds,a, — ds\a para ambos puntos 
extremos del filete, y podremos substituir los dos primeros 
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términos por una sola integra! doble extendida á toda la su- 
perficie límite 5. 

Tendremos, pues, que la expresión última podrá escri- 
birse de este modo: 

JN^ua.ds— I Ni dxdydz. 
(2) J(3) dx 



Esto mismo podremos hacer para todas las demás inte- 
grales parciales, y tendremos sucesivamente: 



C ÉLLudxdydzrr= C udxdz C^^dy= C dydz{r,u - T\u') 
'(3) dy J(2) J dy J(2) 

- C T^~dxdydz= C T,uMs- Ct,^ dxdydz, 
J(3) dy J(2) J(3) dy 

-udxdydz=\ 7, í/yrfs — j T^— dxdydz, 

(3, dz J(2, ■ Jof " dz 

-vdxdydz = i T-.vnds - I T^- — dxdydz, 

(3) dx j(2) J(3) dx 

C ^^vdxdydz= C N.v^ds— C N.— dxdydz, 
J.3) dy J(2, " J(3) dy 

vdxdydz = I T^ v y í/s — j T^— dx dy dz, 

(3) í/^ Ji2) J(3) dz 

m 

-wdxdydz =^ I T.^wads— i T^ dxdydz, 

(3) dx J(2) J(3) ' dx 

-wdxdydz= \ T^w)ds- | Ti dxdydz, 

(3, dy Ja) J(3) í/y 

wdxdydz= i N^, wyds — | Ny, dx dy dz. 

(3) dz J^2) J(3) í/^ 
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Substituyendo este valor en la ecuación (T) obtendremos, 
sacando u, v, wy ds, factores comunes en el primer grupo, 
y dxdydz en el segundo 

+ (T,oiJ^T^^^-N,^)w\ds- 



J(3) \_ dx dy dz \dz dy ) 



+ 



(^+^)+^-(^+f)] 



+ r, -^4-^ + TÁ^^^\\dxdydz = Q. 



Pero hemos visto que los coeficientes de tí, v, iv son pre- 
cisamente las componentes P/, Pm, Pn de la fuerza P, que 
actúa en la superficie sobre la unidad del elemento ds; re- 
presentándolos, para abreviar, por P,, Py, Pz, y pasando 
la integral triple al segundo miembro, la última ecuación se 
convertirá en 

C {P^U + PyV + P,w) ds ^. 

J(2) 

J,3,L dx dy ' dz \ dz dy } 



+ T, 



( du . dw \ 
1z ~dx) 



{f.-m 



+ TA^ + ^\\dxdydz. 



Veamos la significación del primer miembro. 
Sea S (fig. 48) la superficie límite del cuerpo elástico. 
M un punto cualquiera de dicha superficie. 
En este punto consideramos una área infinitamente pe- 
queña ds\ sobre esta área y por unidad de superficie supon- 
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dremos que actúa una fuerza exterior, por ejemplo, una pre- 
sión P. 

Sus componentes las hemos designado por Px, Py, Pz. 

Por efecto de la deformación, bajo la acción de estas fuer- 
zas que actúan sobre la superficie, y que hemos supuesto 
que sean las únicas que obran sobre el sistema, el punto M 




Figura 48. 



experimentará un desplazamiento M Af ', cuyas componentes 



serán, 



M a = u, 
M' b ^ w. 



Ahora bien, considerando un elemento de la integral doble 
del primer miembro, y tomando la fuerza por unidad de su- 
perficie, 

Pxü -f PyV + P,w, 

vemos, desde luego, que todos sus términos representan el 
producto de una fuerza por un camino. 

Así Pxii es el producto de la componente Px por el ca- 
mino Ma = u, es decir, un trabajo, el trabajo de la fuer- 
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za Pi, si ésta se conserva constante durante toda la defor- 
mación. 

Lo mismo podemos decir respecto al término PyV: será ei 
trabajo de dicha tuerza Py correspondiente á la deformación 
V, según su dirección. 

Y otro tanto puede repetirse respecto al término P^w. 
Suponiendo siempre que las fuerzas son constantes. 

Y como se sabe por mecánica racional, que el trabajo de 
la resultante es igual á la suma de los trabajos de sus com- 
ponentes rectangulares, resulta que el elemento 

{P^¡i + P^v -irP,w)tis 



de la integral doble representará el trabajo de la fuerza Pds. 
El teorema que hemos citado es evidente, porque 



cos{P,MM)^ 



Px U \ PyV + PtW 



PxU-\-PyV+P, 



V//'x*+Py*+í*i*\/ü'-f v»+H" P • MAT 



P.MM' eos (P,MM)-^P:,u i- PyU ] P,w. 

en que el primer miembro es el producto de la fuerza P por 
el camino MM' proyectado sobre dictia fuerza. 

De aquí resulta, que la integral doble del primer miembro, 
suponiendo que las fuerzas exteriores P pemianezcan cons- 
tantes, representa el trabajo que dichas fuerzas ejercen sobre 
loda la superficie del sólido eláslicj trabajo durante la de- 
formación; trabajo que, como veremos, en virtud de dichas 
deformaciones, se transmitirá á todo el sólido. 

Mr. Lame dice que esta expresión representa el doble del 
expresado trabajo, y sin duda se funda en lo siguiente: 

Si desde que empieza la deformación , las fuerzas P tuvie- 
ran un valor constante, igual al definitivo, las reacciones 
elásticas, que at principio serian muy pequeñas, hasta que 
la deformación no llegase á cierto estado, no podrían equíií- 
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brar el trabajo de las P; por lo tanto, las masas adquiri- 
rían determinada fuerza viva, y el problema no sería ya de 
equilibrio elástico, sino de vibración. 

Por este motivo se puede suponer que las fuerzas P em- 
piezan por cero, y en cada instante tienen una intensidad 
igual á la reacción elástica; de suerte que sólo al fin de la 
deformación alcanzan el valor P de equilibrio que hemos 
supuesto. 

Esto se ve con claridad en la figura 49. 

Sean a y b dos moléculas en equilibrio y, por lo tanto, 
ala distancia r^, definida por la ecuación /(ro)= O, en 
que / representa la fuerza en función de la distancia. 

La fuerza P actúa sobre b, procurando, por ejem- 
plo, el estiramiento. 

Cuando b llegue á d, representando bd por x, la 
fuerza elástica será 

f{ro + X) =/(ro) +/' (ro) x =/' (Ko) x = Ex; \J 

« 

j 
habiendo para ello desarrollado por la serie de Taylor, *^ 
habiendo suprimido el primer término, que es nulo, no ''''*®' 
apreciando más que el segundo y representando por E la 

constante /'(fo). 

El trabajo resistente de la fuerza elástica, al describir el 
punto el elemento d, trabajo que es igual al de la fuerza P 
en este momento, será 

Exdx. 

Si suponemos que al llegar la molécula b al punto c, la 
fuerza P ha adquirido todo su valor y no sigue creciendo en 
este punto, se detendrá la deformación, y representando be 
por Xi tendremos: 

P=Ex^. 
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Ahora bien ; integrando el trabajo elemental entre 6 y c , se 
tendrá, 

Y como Ex 1 es igual á P, el trabajo de la fuerza P actuan- 
do por grados y en constante equilibrio será: 

Px, 



luego Pxi es el doble del trabajo efectuado, como habíamos 
dicho y supone Lame. 






Resulta de lo expuesto que la integral doble del primer 
miembro representa el doble del trabajo que las fuerzas que 
actúan sobre la superficie ejercen en el sistema elástico. 

El segundo miembro será, por lo tanto, otra forma del mis- 
mo trabajo mecánico, expresado en función de todas las de- 
formaciones del sistema y extendiéndose á todos los elemen- 
tos, porque, en efecto, es una integral triple. 

Se comprende, á priori, que el trabajo que se efectúa so- 
bre la superficie se extenderá á todo el sólido y que cada pa- 
ralelepípedo elemental recibirá una parte de este trabajo, y 
almacenará, por decirlo así, una porción de la energía que el 
trabajo exterior representa: son los paralelepípedos elemen- 
tales, á modo de resortes, que las fuerzas exteriores ponen 
en tensión. 

Esto puede comprobarse: en efecto, sea(fig. 50) MABC 
un paralelepípedo elemental del interior del sólido elástico; 
pues bien, el elemento de la integral triple del segundo miem- 
bro representa el trabajo de todas las fuerzas ó, en este caso, 



— 267 - 

tensiones, que actúan sobre dicho paralelepípedo, ó en rigor, 
por lo que antes explicábamos, el doble de dicho trabajo. 

Para demostrarlo^ consideremos cada uno de los términos 
del elemento diferencial. 

El primero es 

du du 

Ni — — dx dy dz = Ns dz dy —— dx, 

dx dx 

y es fácil ver que esta expresión representa el trabajo resul- 
tante de la fuerza A^ sobre las dos caras opuestas, á saber, 
íB C y la paralela que pasa por A, según se indica en la figura. 

c 



6' 




' OJO 



Plaura SO. 



Si ab representa el desplazamiento paralelamente al eje x, 
del punto a, que siempre lo hemos representado por u, ten- 
dremos para el trabajo de la fuerza — N^ 

— Nidydzxu. 

Del mismo modo para la cara opuesta^ en que N^y u ha- 
brán variado por el incremento dx de la variable x, ten- 
dremos 



(^ 



+ 



dN 
dx 



'-dx\ (u 



+ 



du_' 
dx 



) 



dydz. 
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Advirtiendo, que los desplazamientos v, w son normales 
á Ni y el trabajo correspondiente es nulo. 
Luego el trabajo resultante de estas dos fuerzas será, 



ó bien 



( 



N,u+^^dxu-\- N.^dx^Ml ^dx^-N,u]dzd 
dx dx dx dx ) 

y simplificando y despreciando el término infinitamente pe- 
queño de quinto orden 

dNt dv . , . . 
' dX'dydz, 

dx dx 

dv 
y decimos de quinto orden, porque — es muy pequeña, 

dx 
tendremos para eMrabajo de las fuerzas paralelas al eje de 
las X y, por lo tanto, perpendiculares al plano de las yz: 

(Si—dx + -^^ dx.u\dy dz. (1') 
\ dx dx ) 

Conservamos ambos términos, porque ambos contienen 

dx, y además u y — son cantidades muy pequeñas que 

dx 

pueden ser del mismo orden. 

Consideremos ahora el término 

T"., dx dy dz, 

" dz ^ 

Para llegar á él, veamos cuál es el trabajo de las fuerzas 
paralelas al eje de las x que actúan sobre la cara superior é 
inferior. 



Sobre la cara inferior, y en su centro, actúa paralelamente 
al eje de las x, como tantas veces hemos explicado la com- 
ponente por unidad de superficie — Tg . Para determinar el 
trabajo que desarrolla, supondremos que está aplicada en el 
centro c de dicha cara y que el desplazamiento de este pun- 
to paralelamente al eje de las x es u: con los desplazamien- 
tos V, IV no hay que contar, porque son normales á — T^. 

En general : los desplazamientos de los cehtros de las tres 
caras que concurren en Af , admitimos que son los mismos 
que en este punto Ai, es decir u,v, w. Y estos desplaza- 
mientos, al pasar á las caras paralelas, recibirán incrementos 
correspondientes kdx, dy, dz. 

Esto es precisamente lo que hemos hecho antes con los 
centros ay a\ 

De aquí resulta que, siendo — T^ la fuerza aplicada en c, 
y siendo el camino recorrido u, el trabajo será 

Decimos el trabajo con la salvedad que al principio expli- 
camos; desde el punto de vista de Lame, será el doble del 
trabajo. 

En la cara superior la fuerza y el camino sufrirán incre- 
mentos correspondientes á dz,y tendremos 

Pues no ha de olvidarse que en ambas caras las tensiones 
tienen direcciones contrarias, según hemos explicado en mu- 
chas ocasiones. 

Reuniendo los dos trabajos, y multiplicando por dxdy 
para obtener la acción sobre el área de la cara, resultará. 
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Desarrollando, simplificando y despreciando et ttmiiiio 
que contiene dz\ tendremos 

/ r, -^ dz + ^^ dzu\ dx dy. (Z) 

\ ' dz dz / 



Otro tanto podemos decir respecto á las caras anterior y 
posterior, tomando la fuerza T^ que es paralela al eje de las 
X y que corresponde también al camino u. 

Veremos que este término nos da el T^ — de la fórmula 

dy 

general. 

Tendremos, en efecto, para el trabajo de las fuerzas para- 
lelas al eje de las x en las caras posterior y anterior, 

[t, Y^dy^ ^dyu\ dxdz. (3') 



( 



Sumando los valores (1') (2') (3'), resultará: 

N^ál+T.^ + T,^]dkdydz + 
^ dx^ ' dz ^ dy) ^ ^ 

, ídNi , dT^ , dT^\ ... 
+ I -\ H \udxdy dz. 

\ dx dz dy ) 
Observemos que la cantidad que multiplica á ¿/, es decir, 

dN^ , dT^ , dT^ 



+ :f^ + 



dx dz dy * 

es igual á cero en el caso actual, en que no existen fuerzas 
sobre los diferentes elementos del sólido : es precisamente el 
primer miembro de la primera de las ecuaciones de equili- 
brio, habiendo suprimido el término X. 



{ 
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No quedará, pues, más que la primera parte 

\ ' dx dy^ ^ dy ) ^ 

que entra precisamente en el segundo miembro de la fórmu- 
la general del trabajo (T). 

Repitiendo estos mismos razonamientos para las fuerzas 
paralelas á los otros dos ejes, obtendremos los demás térmi- 
nos de (T). 

Queda, pues, comprobado que el segundo miembro expre- 
sa el mismo trabajo mecánico que el primero. 

Este representa el trabajo de las fuerzas exteriores que 
actúan sobre la superficie. El segundo miembro, este mismo 
trabajo, distribuido en todo en sólido : cada elemento diferen- 
cial expresa el trabajo sobre cada paralelepípedo dx, dy, dz. 

Si actuaren fuerzas sobre estos paralelepípedos, el trabajo 
de estas fuerzas debería ser tenido en cuenta, y entonces no 
podríamos anular el término 

/ dN. . dT^ , dT,\ . . . 
I *- -| H \udxdy dz 

\ dx dz dy / 

y sus análogos; porque representarían precisamente dicho 
trabajo, como se ve substituyendo el paréntesis por su valor 
deducido de la ecuación de equilibrio. 

Más claro; si existen fuerzas exteriores, al multiplicar las 
tres ecuaciones de equilibrio, que en este caso serán, 

dx dz dy 

í/yv, , dT^ , dT^ 



dy dz dx 

dz dx dy 



'a 



por udxdydz, vdxdydz, wdxdydz, respectivamente, y 2 
sumar é integrar después, aparecerá el nuevo término 



I 



(Xa+ Yv + Zw):.dxdydz. 



el cual représenla el trabajo total (ó, según Lame, el doble) 
de las fuerzas exteriores X, Y, Z sobre todo el sólido elás- 
tico. 

Repitiendo la operación que antes hicimos, es decir, veri- 
ficando la integración parcial de cada término, tendremos en 
el primer miembro de ( 7") la expresión 

í {P:^-\-PyV+P:W)ds-V y {Xa-\- Yv^Zw)^dxdydz, 

que representa evidentemente el trabajo (ó el doble) de to- 
das las fuerzas exteriores; las de la superficie y las que ac- 
túan en la masa. 

El segundo miembro tiene la misma forma que antes, y 
también representa este trabajo total. Claro es que las T y 
las N, así como las u, v, w son distintas de las de la primera 
fórmula, y se refieren concretamente á este caso que estamos 
examinando. 

Podemos comprobar, como antes, que dicho segundo 
miembro representa la suma de los trabajos transmitidos á 
todos los elementos del sólido. Porque si bien es cierto que, 
calculando el trabajo de cada paralelepípedo elemental . apa- 
recen los términos, 

(dN, , dT. , dT^\ ... 

I '- 4 -I \u dxdy dz; 

\ dx dz dy } ^ 

\vdxdy dz; 



dN, dT\ , dT\ 
dy dz dx 

dT^ , í/r, 



ídN, , dT^ , dT,\ ^ . ^ 
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los cuales se convierten, substituyendo en vez de los parén- 
tesis sus valores deducidos de las ecuaciones de equili- 
brio, en 

— pXudxdydz, —pYvdxdy dz, —pZwdxdydz, 

también ha de advertirse que, al calcular el trabajo sobre 
cada paralelepípedo infinitamente pequeño, debemos agregar 
el trabajo de las fuerzas exteriores sobre el centro de dicho 
paralelepípedo, que son precisamente 

+ pXudxdydz, -\-pYvdxdy dz, -f- pZwdxdy dz. 

Estas cantidades destruyen las anteriores, y el segundo 
miembro de la ecuación (T) queda como antes: el primer 
miembro es el que tiene un grupo más. 

Resulta, pues, 

J^{P:,u + PyV+PzW)ds \ r {Xu-{-Yv+Zw)odxdydz-^ 
(2) J(3) 



J<3) L 



dx ' dy ' dz \dz dy) 



Sólo agregaremos á lo dicho que en el primer caso, el se- 
gundo miembro puede transformarse, como lo transforma 
Lame, eliminando los coeficientes diferenciales, y resulta el 
teorema de Clapeyron 



* * 



Si el sistema de ejes es el que hemos llamado sistema 
principal, y, por lo tanto, 7,, 7,, Ty, son iguales á cero, el 

a.* parte. X^ 



- 274 - 

segundo miembro de la fórmula (7) se simplificará, y ten- 
dremos : 

J(2) 

J,3)V 'dx^ 'dy^ 'dzj 



Pero las ecuaciones que determinan N^, N,, N^, son 

da 



N, = xe + 2|t 



Nj = Xe4-2{* 



N3 = xe + 2iii 



dv 
dy 

dw 
dz 



Si ahora admitimos que el sistema sea incomprensible, es 
decir, empleando términos vulgares, que cualquier elemento 
infinitamente pequeño puede cambiar de forma, pero que el 
volumen que gana por una parte lo pierde por otra, la dila- 
tación cúbica O será nula, y tendremos 

dx dy dz 
Con lo cual las tres ecuaciones anteriores se reducen á 

N, = 2^^; N,-2,^; N, = 2,^ 
dx dy dz 

de donde 

dx 2i* dy 2¡* dz 2pi 
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y substituyendo estos valores en la ecuación 



J(3)\ 



J2) 



(P^u+PyV+P,u)ds = 

2) 

du , ^r dv , ,, dw 



+ N,^ + N^ ^]dxdydz 



dx dy dz J 



resultará para el segundo miembro 

— C {N,^'^N.'^ + N^^)dxdydz 

que es el trabajo de cada elemento del ^sólido elástico, ó, 
como si dijéramos, la energía que en él está almacenada. 

Esta fórmula es análoga á la de la energía almacenada en 
un campo eléctrico ó en un campo magnético, como veremos 
en otro cursó. 

Así, el valor de la energía eléctrica es 



/ 



' (X* + K* + Z«) dx dy dz, 



8- 



y el de energía magnética 



; 



-^ (¿* -f Ai* + 7V«) dxaydz. 



Quizá vorveremos á insistir en estas consideraciones, so- 
bre todo respecto al trabajo de X, Y, Z, al estudiar una 
objeción gravísima, que el eminente matemático Mr. Poincaré 
opone en su obra magistral sobre electricidad y magnetismo 
á la teoria electro-estática de Maxwell. 

Pero ni debemos anticipar las ideas ni tenemos todavía en 
estas conferencias preparación para estudiar dicho problema. 



Conferencia uncléolnriE), 

Señores: 

Anunciamos en la última conferencia, que para terminar el 
estudio de la Elasticidad por ei métodti de Lame, y para com- 
pletar la primera parte de este curso, ya que hemos de de- 
dicar la segunda, como hicimos en el curso anterior, á mé- 
todos más modernos, expondríamos brevemente las teorias 
de \as coordenados curvilíneas en su aplicación al estudio de 
los cuerpos elásticos. 

En el sistema ordinario de coordenadas, y principalmente 
en el sistema trirrectangular, se toman como planos fijos tres 
planos, que se corlen normalmente, y se determina cada pun- 
to por sus distancias octogonales á estos tres planos, distan- 
cias á que se da el nombre de coordenadas. 

Así es, que un punto cualquiera M está definido y deter- 
minado por sus tres coordenadas 

. X = a, y - h, z^c. 



Estas tres magnitudes a, b, c, que pueden ser positivas 6 
negativas, infinitamente pequeñas ó infinitamente grandes, 
pero siempre reales, fijan, sin duda de ningún género, la 
posición del punto M, según se explica detalladamente en 
Geometría analítica. 

Pero las tres ecuaciones anteriores pueden interpretarse 
también de otro modo, que es el que ahora nos interesa con- 
siderar. 

En realidad x = a representa un plano paralelo al plano 
coordenado de las yz; porque, en efecto, todos los puntos 
de dicho plano distan del plano coordenado y 2 la magnitud 
constante a. 



Del mismo modo y = b representa un plano paralelo al 
de las xz á la distancia b de éste. 

Y por último, z = c análogamente representa un plano 
paralelo al de las xy, y distante del mismo c. 

Luego también podemos decir, que el punto Ai está deter- 
minado por la intersección de tres superficies, que en este 
caso son tres planos, y que están definidos por las ecua- 
ciones 

x^a, y= b, z = c. 

Este sistema de representación es el más elemental, el más 
sencillo casi siempre; pero con ser tan sencillo, á veces trae 
complicaciones, que pueden evitarse acudiendo á otros mé- 
todos de representación analítica ó geométrica. 

Entre todos ellos está el de los coordenadas curvilíneas, 
en que ahora vamos á ocuparnos. 

Pero sigamos todavía con nuestros tres planos trirrectan- 
gulares, cuyas intersecciones son los tres ejes x, y, z. 

Por el punto Ai, cuya posición queremos definir, hagamos 
pasar una superficie referida á los tres ejes x, y, z fundamen- 
tales. 

Representará la ecuación referida á x, y, z, de esta super- 
ficie, que, por ahora, suponemos completamente arbitraria, 

F,{x,y\z) = a, 

siendo a una constante. 

Que esto puede hacerse geométricamente , es evidente. 

Que puede hacerse analíticamente, también lo es; porque 
basta que demos á a el valor F^ (Xq, ^o, -2:0), siendo Xq, yo, Zq 
las coordenadas ordinarias del punto M, para que la super- 
ficie Fi pase por M. 

En efecto, la ecuación de la superficie, poniendo por a su 
valor, tendrá la fórmula 

Fi{x,y,z)^F^(Xo,yo,Zo); 
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y esta ecuación en que las variables están en el primer 
miembro, desde luego se ve que pasa por el punto M; pues- 
to que si en vez de x. y. z se ponen las coordenadas de di- 
cho punto, la ecuación queda satisfecha, como que se reduce 
á una identidad 

F,(x„.y<,.z,) = F,ix„,y„,z„). 

De! mismo modo que hemos hecho pasar por el punto M 
la superficie f , , podemos hacer pasar otra segunda superfi- 
cie cuya ecuación sea 

FAx.y.z) = b. 

determinando b de la misma manera que hemos determi- 
^^_ nado a. 

^^B Y por último, aún podemos hacer pasar otra tercera su- 

^^H perficie 

^M FAx,y.z) = c, 

^^1 est 

H 

^B los 

^^H SOI 

H 

^^1 net 

^H po 

^■^ plt 



escogiendo convenientemente el valor de e. 

Las tres ecuaciones F, ^ a, F, ^ b. /^j = c para cada 
sistema de valores a, b. c, determinan evidentemente un pun- 
to, que será en coordenadas ordinarias el que corresponda á 
los valores x, y, z que satisfagan á dichas tres ecuafiones. 

Y podrá decirse también, que las coordenadas del punió 
son a, b, c. Haciendo variar estas cantidades se podrán re- 
presentar todos los puntos del espacio. 

En efecto, como antes decíamos, si Xo, y„, z^ son las coor- 
denadas de este punto, substituyendo en las tres ecuaciones 
= >'o. ■í ^ ■Jo. los valores que resulten para a, b, 
c serán las tres coordenadas, que pudiéramos llamar curvilí- 
neas, de! punto en cuestión. 

Por lo demás, en la práctica claro es que f,, f , , F¡, no 
podrán escogerse arbitrariamente, porque resultarían mulfi- 
plicidad de puntos ó puntos imaginarios. 



i 
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» 

I 



Por lo general estas superficies, es decir, las representa- 
das por cada ecuación parcial, son ortogonales, es decir, que 
se cortan en ángulo recto en todos sus puntos, dividiendo 
al espacio en algo así como paralelepípedos rectos y rectan- 
gulares infi ni lamente pequeños. 

Mas por hoy es imposible que tratemos esta cuestión en 
toda su generalidad. Nos contentaremos con estudiar algu- 
nos casos particulares, que tienen aplicación inmediata á la 
teoría de la Elasticidad, y que por ser elementales tienen ca- 
bida en estas conferencias. 

Por lo demás, es claro, que cada una de las ecuaciones ex- 
presadas, por ejemplo 

Fi (x, y, z) = a, 

para cada valor de a representa una superficie perfectamente 
definida, si lo está F; y haciendo variar a por la ley de con- 
tinuidad, obtendremos una serie de superficies que constitui- 
rán en cierto modo una familia geométrica con caracteres co- 
munes, bien determinados, y con propiedades que se dedu- 
cirán de la forma de F. 

Así, en el sistema ordinario de coordenadas, j: = £I, ha- 
ciendo variar a representa una serie de planos paralelos al 
de las yz: y las otras dos ecuaciones, x = b,x = c, repre- 
sentan asimismo dos familias 6 dos sistemas de planos pa- 
ralelos, ya al plano de las xz, ya al de las xy. 

Sus intersecciones dividen al espacio en un sistema d« 
paralelepípedos rectos y rectángulos y los punios están de- 
terminados, ya por las intersecciones de los planos de ios 
tres sistemas, ya por las coordenadas, que son, por decirlo 
asi, fragmentos de las expresadas intersecciones. 

Todo esto puede repetirse para el caso general de tres su- 
perficies: 

F¡ = a, F^ = b, F^ = c. 

También aquí cada punto puede definirse, ó por la inier- 
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sección de /res superficies, 6 por las longitudes de sus líneas 
de intersección, que serian las verdaderas coordenadas cur- 
vilíneas. 

Pasemos de estas generalidades á ejemplos ó casos con- 
cretos. 

Nos proponemos en estas conferencias que siguen, y que 
constituyen la primera parte del presente curso, nos propo- 
nemos, repito, estudiar dos sistemas de coordenadas curvi- 
líneas: las llamadas coordenadas cilindricas y las que se de- 
signan con el nombre de coordenadas esféricas. 



¿Y por qué, preguntará el lector, estando ya resuelto, al 
menos en teoría y en ecuaciones relativamente sencillas, el 
problema, se trata de acudir á otro sistema, que aun antes 
de estudiarlo, se sospecha que tía de ser mucho más com- 
plicado que el sistema ordinario de planos trirrectangulares? 

En primer lugar, este sistema de coordenadas no s6lo se 
tía introducido en el análisis para la resolución del problema 
de la Elasticidad, sino para otros problemas y ramas de la 
Física matemática, como, por ejemplo, para el estudio del 
calor y de su distribución, equilibrio y movimiento en los 
cuerpos conductores. 

Y aun en la misma teoría de los cuerpos elásticos puede 
ser cómoda su aplicación para ciertos casos y determinados 
ejemplos. 

Ciare es que, para expresar el equilibrio en un sistema 
elástico indefinido y aun en un sólido elástico limitado, pero 
siempre refiriéndonos á su interior, nada hay más cómodo, 
más elemental, más sencillo, que el paralelepípedo clásico é 
infinitamente pequeño de aristas paralelas á los ejes. 

Las tres ecuaciones que resultan y que obtuvimos en las 
conferencias anteriores, sobre todo para los sistemas isótro- 
pos, son, en esta materia, la última expresión de la senci- 



Ilez, con ser difíciles de integrar si entran las componentes X, 
y, Zde fuerzas exteriores y son variables de un punto á otro. 

En cualquier otro sistema, las ecuaciones que substituyen 
á éstas tres han de ser mucho más complicadas. 

De suerte que, si el sistema elástico es indefinido, la elec- 
ción no es dudosa. 

Pero si se trata de un sólido limitado por determinadas 
superficies, el problema cambia de aspecto. 

Porque el problema de la Elasticidad, según hemos dicho, 
y no está demás repetirio frecuentemente, para que se grabe 
en mis oyentes ó en mis lectores, se expresa por seis ecua- 
ciones. 

Las ires primeras expresan el equilibrio de un punto en el 
interior del sistema. 

Las otras tres expresan el equilibrio de un punto cualquie- 
ra de la superficie limite. 

Para tas primeras basta el paralelepípedo; y no repre- 
sentan otra cosa que el equilibrio de este sólido, infinita- 
mente pequeño, bajo la acción de las tensiones que actúan 
sobre sus diferentes caras y de la fuerza exterior que actúe 
sobre su masa. 

Mas para el equilibrio de los puntos de la superficie, es 
preciso substituir al paralelepípedo el tetraedro de Caiictiy, 
y esto complica el prolilema, porque son nuevas ecuaciones 
diferenciales que integrar, y en general, complicadas. 

De suerte que, si hemos obtenido facilidad relativa para 
el equilibrio en el interior del cuerpo elástico, en cambio 
será más dilicil satisfacer á las condiciones, que se llaman de 
los ¡imites. 

Precisamente para simplificar esta parte del problema se 
aplican las coordenadas curvilíneas. 

Porque ya no habrá que aplicar el tetraedro, si dlctias co- 
ordenadas se han escogido convenientemente; es decir, si 
dicha superficie límite del cuerpo pertenece á una de las fa- 
milias F — constante á que antes nos referíamos. 




Porque en este caso, volvemos á repetirlo, la ecuación de 
la superficie no será en general 

F{x,y,x) = 0, 

sino que será mucho más sencilla. Si una de las coordena- 
das curvilíneas es p, la ecuación de la superficie será 

z = constante. 

De modo que en las ecuaciones que expresen el equili- 
brio de un punto de la superficie, ecuaciones que, como sa- 
bemos, son en diferenciales parciales de primer orden -de 
tres funciones u, v,w,y sólo de dos variables independien- 
tes, deberemos igualar la tercera variable á una constante, lo 
cual simplificará las ecuaciones que consideramos. 






Presentemos algunos ejemplos. 

Supongamos que el sólido elástico está terminado por un 
cilindro de revolución, cuyo eje sea el eje de las z. 

Pues en este caso, una sola variable determina todos estos 
cilindros. 

Basta dar la magnitud del radio de la sección recta de 
cualquiera de ellos para que quede completamente definido. 

Si representamos por p este radio, la ecuación de un cilin- 
dro de revolución alrededor del eje de las z, será 

p = a; 

representando a una constante. 

Supongamos que el cilindro que termina el sólido elástico 
tiene por radio R, pues la ecuación de la superficie límite 
será evidentemente 

p - /?. 
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Y en las tres ecuaciones, que expresan el equilibrio de un 
punto cualquiera de la superficie, deberemos poner, en vez 
de la variable p, la constante /?, lo cual representa una sim- 
plificación notable. 






Supongamos, como segundo ejemplo, que el sólido elásti- 
co está terminado por una superficie esférica de radio R; 
pues eligiendo entre las superficies coordenadas, esferas con- 
céntricas con la anterior, cualquiera de ellas estará definida 
por su radio r; y la ecuación de una esfera cualquiera de 
esta familia de superficies, será, 

r = a, 

siendo a una constante para cada esfera. 

Cuando queramos expresar la esfera límite , no hay más 
que dar á a el valor R y resultará 

r=R. 

En las ecuaciones del equilibrio de la superficie, del mis- 
mo modo que hacíamos para el caso del cilindro, en vez de 
la variable r deberemos poner la constante /?, con lo cual se 
simplificarán los resultados. 

* * 

Otro ejemplo más, y será el último. 

Supongamos que la superficie límite es un elipsoide de 
revolución. 

Si fijamos los focos de este elipsoide, que llamaremos 
F y F\ la suma de las distancias de un punto cualquiera del 
elipsoide á estos dos foco$ será constante: supongamos que 
ess« 
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Si construimos una serie de elipsoides de revolución, que 
tengan estos mismas focos, subsistirá la propiedad del elip- 
soide de la superficie, pero variará la suma de las distancias 
(ocales: para uno cualquiera, podremos representarla por s, 
siendo s una variable, y bien puede decirse, que la ecuación 
general de esta familia de superficies elípticas y de revolu- 
ción es 



Si queremos que exprese la ecuación límite, basta que de- 
mos á £í el valor 5. 

Y de este modo podriamos prolongar la serie de los ejem- 
plos indefinidamente. El caso es que cada familia de super- 
ficies de los tres grupos, que definen cada punto, contenga 
una sola constante. 



Este sistema de coordenadas curvilíneas, ó que pueden 
reducirse á coordenadas curvilíneas, determinando las inter- 
secciones de los tres grupos de superficies, del mismo modo 
que en el sistema ordinario se reducen á tres rectas ó coor- 
denadas los sistemas de los tres planos fundamentales; este 
sistema de coordenadas, repetimos, tiene un inconveniente 
grave. 

A saber: que cada sistema no sirve más que para un caso, 
y cuando más, en ese caso es en el que presenta algunas 
ventajas. 

En otro ejemplo hay que variar el sistema de coorde- 
nadas, 

Así, cuando el sólido elástico está terminado por una su- 
perficie cilindrica de revolución se podrá aplicar el sistema 
que se llama cilindrico. 

Cuando el sólido elástico está terminado por una esfera 
podrá ímplearse el sistema de coordenadas esféricas. 
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Si la superficie límite del sistema elástico fuera un elipsoide 
de revolución, como antes decíamos, podrá emplearse tam- 
bién un sistema de coordenadas elíptico. 

Pero siempre conviene, casi es condición indispensable 
para evitar enormes complicaciones, que la superficie límite 




Piflura 51. 

forme parte de una de las tres familias de superficies, que 
adoptemos para determinar la posición de cada punto. 

Para concretar estas ideas generales, sólo presentaremos 
en este curso, como hemos dicho, dos ejemplos: el de las co- 
ordenadas cilindricas y el de las coordenadas esféricas, em- 
pezando por las primeras. 

■ 

sistema de coordenadas cilindricas. 



Sean OXy O K, OZ (fig. 51), tres ejes coordenados de un 
sistema trirrectangular. 

Consideremos un punto cualquiera Af, y vamos á definir- 
lo, haciendo pasar por ese punto tres sistemas de superficies. 

Primer s/s/ema. -Cilindros de revolución alrededor del eje 
OZ. El que pasa por el punto Af, está representado en la 
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fígura por AA'MB'B. Su radio es r, que será en la figura 
OA=OM' == O'M. 

Para otro punto cualquiera del espacio la variable r será 
distinta. 

Podemos decir, que la ecuación de este sistema de super- 
ficies, tiene la forma 

en que r es la variable, y a la constante que caracteriza cada 
superficie cilindrica de revolución. 

Claro es que en la figura sólo hemos representado una 
parte de esta superficie. 

En coordenadas ordinarias la ecuación de dicha superficie 
sería 

Segundo 5/5/ema.— Planos perpendiculares al eje de las Z, 
por lo tanto, paralelos al de las X Y. 

En la fígura hemos representado el plano que pasa por Af, 
que corta al cilindro, según el círculo A 'MB\ y que está li- 
mitado en dicha fígura por el contomo O'A'MB'. 

La ecuación de este plano, que dista del de las X K la 
longitud Zy que es siempre la misma, será 

z = b. 

Según el valor que demos á 6, representará planos distin- 
tos paralelos al de las X Y. 

Tercer sistema.Se compone de planos meridianos que 
pasan por el eje OZ, Por ejemplo: para el punto M será el 
plano 00'MM\ 

Se determinará su posición por el ángulo que forma con 
el plano XZ, 6 sea el ángulo AOM' que hemos representa- 
do por 6. 
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De suerte, que la ecuación de un piano cualquiera de este 
sistema, será 

e = c, 

en que c varía desde O á 180 y se cuenta á partir de O A en 
el sentido de la flecha. 

Claro es que O, en rigor, no se mide por grados, aunque 
puede reducirse á grados. Es una longitud: la de un arco de 
círculo, cuyo radio es 1 y que está comprendido entre O A 
y 0M\ 






Así, pues, resumiendo: un punto cualquiera M del espacio 
está definido por estas tres ecuaciones 

que representan un cilindro de radio 0A\ un plano parale- 
lo al de las X K á la distancia z, y un plano meridiano que 
forma con el plano XZ un ángulo 0. 

Estas tres superficies se cortan según tres lineas: O'Af, 
MM' y MA \ 

Puede decirse que las coordenadas del punto M son (figu- 
ra 52): MM' paralela al eje de las Z; MO' que es un ra- 
dio del cilindro, y MA' que es un arco de la sección recta 
de dicho cilindro. 

Estas tres lineas están representadas por las mismas letras 
en la figura 51, y suplen, en cierto modo, á las coordenadas 
ordinarias x, y, z en el sistema de tres planos trirrectangu- 
lares. 

Sería inútil decir, que la r suple á la x; el arco á la y y la 
z es la misma para ambos sistemas. 
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Antes hemos dicho que las tres coordenadas en el sistema 
cilindrico eran, 

r, e, z. 

Pero tanto da considerar la 6 como el arco MA\ porque 
ambas coordenadas están enlazadas evidentemente por la 
relación 

arco Afi4'= rft. 

Una última observación, para terminar estas consideracio- 
nes generales. 




Figura 32. 



Los tres sistemas de superficies se cortan normalmente en 
todos sus puntos. 

Por ejemplo, el plano B MA'O' (fig. 51), corta normal- 
mente al cilindro AA'BB\ puesto que es su sección recta, 
y corta normalmente al plano meridiano OM'MO\ puesto 
que éste pasa por OZ, que es perpendicular al primer plano. 

Asimismo el plano meridiano O Ai corta normalmente al 
cilindro, y ya hemos visto que al plano de la sección recta. 
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Por último, el cilindro corta normalmente al plano meri- 
diano y al plano de la sección recta. 

De aquí resulta (fig. 52) que si prolongamos la recta Ó'M 
según Mr\ si prolongamos asimismo Af'Af según Mz, y si 
trazamos en M la tangente Mt al arco i4'Af, estas tres rectas, 
Afr, Ai/, Mz, formarán un triedro trirrectángulo y constituirán 
un sistema de ejes trirrectangulares cuyo vértice estará en Af. 

Más adelante nos serviremos de este sistema auxiliar de 
ejes coordenados . 

Hemos defínido la posición de cada punto del espacio en 
coordenadas cilindricas ó semipolares, como dicen algunos 
autores. 

Ahora debemos definir los desplazamientos de cada punto 
del sistema elástico. 

eomponentea de on desplaxamlento. 

Consideremos un punto Af de un sistema elástico (fig. 52). 
Este punto estará definido, como hemos visto, por sus tres 

coordenadas Af O', MA\ MM' ó, si se quiere, por 

r,b,z, 

porque hemos indicado que tanto da conocer la magnitud 
de Afi4' como el ángulo 6. 

Supongamos^ que por la acción de las fuerzas que actúan 
sobre el sistema elástico, el punto Af se desplaza y viene á 
parar á Af^. 

Hay que fíjar la posición de este punto. 

Al pasar Af á Af i sus coordenadas cilindricas ya no serían 
las mismas que antes, y lo natural sería defínir Af i por sus 
nuevas coordenadas ó por la diferencia entre éstas y las de 
dicho punto antes de la deformación. 

Esto hacíamos en el sistema ordinario x, y, z, represen- 
tando por ü, V, w tales diferencias. 

De suerte, que si eran x, y, z las coordenadas del punto 

a.* parte. lu 
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M en su primitiva posición, las coordenadas en su posición 
nueva Af i serían 

Pues análogamente, y siguiendo este sistema, y represen- 
tando por 3 la variación de la magnitud á que afecta, si las 
coordenadas del punto M eran 

las del punto M^ deberían ser 

r -\ oi>, 6 + ge, z + iz. 

En rigor esto haremos; pero con una pequeña modifica- 
ción, que simplifica los cálculos. 

Referiremos el punto desplazado M^ al sistema de ejes 
trirrectangulares Mrtz, de que hablamos antes; y para definir 
dicho punto tomaremos las tres coordenadas ordinarias res- 
pecto á los ejes r, t, z que serán Mb, ba, aMi, las cuales 
representaremos por las letras í/, V, W, de suerte que ten- 
dremos 

Mb = U,ba= V, aM^ = W. 

Son las mismas letras u, v, w, que expresaban en el sis- 
tema ordinario las componentes de un desplazamiento, pero 
mayúsculas para evitar confusiones. 

Observemos que Mb = U está en la recta Mr, de modo 
que el incremento de O'Af, es en rigor rfr, al pasar del 
punto M al punto Af j. 

aMx -■-- W es el incremento de MM\ es decir, que se con- 
funde con dz. 

No podemos decir lo mismo de ab = V porque éste no 
es el incremento de 0. 

Sin embargo, con él se relaciona de una manera muy sen- 
cilla. 
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Si unimos el punto a con el punto O' por la recta a O', y 
designamos por d, c los puntos de intersección de esta recta 
con la tangente / y con el arco i4'Af, tendremos que ab po- 
drá considerarse como un arco trazado desde O ' como cen- 
tro; y representando por dO el ángulo bO'a resultará: 

ab = arc.ab = dd. O'b = dd (O'M + Mb) = 
= dO (r + Mb) = rdO + dO.Mb; 

y como el último término es de segundo orden, con errores 
infinitamente pequeños de orden superior, podremos suponer 

ab = V=Mc = Md=rd6. 

En suma, las tres componentes del desplazamiento de M, 
al pasar á M^ , serán 

M^a =- W=dz, Mb = dU, V - rd6. 

Importa fijar bien las ideas respecto á la magnitud cd que 
se sabe, y es una noción elemental, que es de segundo or- 
den, sí Md es de primero. 

En efecto, y permítasenos que recordemos este punto, por 
sencillo que sea. En la figura 52', que es 
la misma O'Mcd que en la figura 52, pero 
en mayor escala, se sabe que 

Md^ = {20'c + cd)cd, 
de donde 

Afrf2 



crf = 



20'c-\-cd' 




y como Md es de primer orden, y el de- 
nominador es una cantidad finita, cd será evidentemente de 
segundo orden. 

Esta es una trivialidad; pero conviene recordarla por lo 
que luego indicaremos. 



* 
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Hemos definido un punto en coordenadas cilindricas, que 
son: 

r, 6, z. 

Hemos defínido las componentes de un desplazamiento, 
que las hemos representado por 

í/, V, W. 

Debemos ahora definir en estas coordenadas el elemento 
de volumen en el interior de un sólido elástico, que es el que 
ha de substituir al paralelepípedo elemental, empleado en el 
sistema de coordenadas ordinarias. 

En este sistema, dicho paralelepípedo^ se formaba consi- 
derando un par de planos paralelos al de las xy, distantes 
entre sí dz; otro par de planos paralelos al de las xz, dis- 
tantes dy; y otro tercer par de planos paralelos al de las yz, 
cuya distancia era dx. 

Abreviadamente, el paralelepípedo se formaba por tres 
pares de superficies infinitamente próximas, dos á dos, y 
pertenecientes á las tres familias de superficies: 

z==c, 
y^-b, 
x = a. 

Pues ahora tenemos que seguir exactamente el mismo 
procedimiento. 

Como aquí, las superficies son cilindros de revolución at 
rededor del eje de Z; planos meridianos, que pasan por di- 
cho eje, y planos perpendiculares, al mismo, el sólido ele- 
mental se formará por dos cilindros distantes dr, dos planos 
meridianos formando el ángulo dO, y dos planos perpendi- 
culares á Z, distantes dz. 
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Esto es lo que hemos representado en la figura 53. 

Las rectas OX, OK, OZy son tres ejes fijos de re- 
ferencia. 

OZ es el eje del sistema. 

El sólido A D' infinitamente pequeño, y que es un elemen- 
to del sólido elástico, está formado: 

1.° Por dos planos ABDC, A'B'D'C paralelos al pía- 




FIflura S3> 

no de las XK, y, por lo tanto, perpendiculares al ejeZ, al 
cual cortan el primero en O, el segundo en O' 

2.° De dos planos meridianos BDB'D\ A CA ' C. 

3.° Por dos cilindros ABA'B' CDD'C: son cilindros 
de revolución y su eje es OZ. 

Los planos perpendiculares á Z, distan entre sí dZ, de 
suerte que A A', BB\ DD\ CC y 00' son todas iguales 
ádZ. 

Los planos meridianos cuyas trazas sobre el plano XY 
son Oc, Od, forman un ángulo rfO. 

Por último, los cilindros tienen por radio 

Oa = r y Oc = r -\- dr, 
de suerte que los cilindros distan entre sí dr. 
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Todo esto está conforme con io que se estableció en las 
coordenadas ordinarias- 

El sólido elemental A' D que acabamos de definir tiene 
sus ángulos triedros rectos, según explicamos anterior- 
mente. 

Se proyectará sobre el plano de las X Y, según el trapecio 
circular abdc, en que los lados ab y de son dos arcos de 
circulo. 

Comprendido todo esto, la marcha que deliemos seguir 
para establecer tas ecuaciones de la Elasticidad es bien sen- 
cilla, y, en el fondo, es idéntica á la que seguimos para el 
sistema de coordenadas ordinarias. 

Se reduce á lo siguiente; 

1 ." Establecer el equilibrio de este sólido elemental, 
igualando á cero las componentes, paralelas á tres ejes rec- 
tangulares, de las tensiones sobre las caras y de las fuerzas 
que actúen sobre el elemento de masa. 

2." Expresar las tensiones en función de las deformacio- 
nes, es decir, en función de U, V, W. 

3." Eliminar de las tres primeras ecuaciones las compo- 
nentes de las tensiones. 

Las ecuaciones que resulten serán ecuaciones en diferen- 
ciales parciales con relación k r. O, z. 

Estas serán las ecuacionts del problema y las que debe- 
remos integrar. 

Si suponemos, como debemos suponer, que la superficie 
límite del cuerpo es un cilindro de revolución, porque de lo 
contrario no hubiéramos empleado coordenadas cilindricas, 
las condiciones de equilibrio de la superficie se simplificarán 
como ya liemos explicado anteriormente. 

En primer lugar, las componentes déla presión sobre una 
superficie cualquiera se aplicarán á la superficie limite sin 
más que hacer en ella r= /?, si i? es el radio del cilindro. 

Y en segundo lugar, considerando una zona infinitamente 
estrecha y cuyo espesor tienda constantemente hacia cero. 



I 



< 
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para el equilibrio y sus condiciones, no habrá más que igua- 
lar directamente las componentes de las fuerzas exteriores 
aplicadas al cilindro á las componentes generales, de que 
antes hablábamos, para un cilindro cualquiera de los del sis- 
tema en que se halla hecho r = R. 

Esto lo veremos aún con más claridad en los ejemplos 
que presentemos, si el tiempo nos lo permite, y si no en otro 

curso. 

* 

En la conferencia próxima estudiaremos las tensiones so- 
bre las diferentes caras del sólido elemental y estableceremos 
asimismo las ecuaciones de equilibrio de dicho sólido. 

En estas ecuaciones no tendremos que estudiar los movi- 
mientos de rotación por una razón análoga á la que nos sir- 
vió en coordenadas ordinarias para esta misma simplifíca- 
ción. 



Conferencia duodéoinna 

Señores : 

Empezamos á estudiar en nuestra última conferencia las 
coordenadas cilindricas ó semipolares con el objeto de apli- 
carlas al problema de la Elasticidad. 

Definimos la posición de un punto por las tres coordena- 
das r, 9, z. 

Definimos asimismo las componentes del desplazamiento 
de este punto por tres variables í/, V, W, que en rigor eran 
tres coordenadas del sistema ordinario trirrectangular, refe- 
ridas á un sistema auxiliar de tres ejes rectangulares, que te- 
nían por origen el punto Ai del sólido, que hubiéramos ele- 
gido, en que uno de los ejes, el equivalente al de las x, era 
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la prolongación del radio r: sobre ét se contaba la compo- 
nente Ü; otro era la tangente en Af á la sección recta del ci- 
lindro de revolución que pasase por Ai; se representaba por 
í, y era equivalente al eje de las y, contándose sobre él la V; 
y el tercero se imaginaba perpendicular á los dos anteriores, 
se designaba por z y era paralelo al eje Z: paralelamente á 
él mediamos W. 

Todo esto quedaba representado en la figura 52. 

Anunciamos al final de la conferencia, que en ésta había- 
mos de estudiar los dos problemas fundamentales de la teo- 
ría, á sabef : hallar la expresión de las tensiones en función 
de las deformaciones, y establecer las ecuaciones de equili- 
brio de un sólido elemental, que lo definíamos por dos cilin- 
dros, dos planos meridianos y dos planos perpendiculares al 
eje Z, según se ve en la figura 53. 

Pero ante todo debemos decir algo respecto á las ten- 
siones. 



El estudio de las tensiones queda ya hecho al estudiar el 
método general de Lame; pero como al paralelepípedo ele- 
mental, que allí considerábamos, hemos substituido el sólido 
elemental que acabamos de definir, algo tenemos que expo- 
ner aún sobre los esfuerzos que actúan en sus diferentes ca- 
ras, y sobre todo respecto á las notaciones que hemos de 
emplear. 

Conformándonos con la notación de Mr. Resal en su Físi- 
ca matemática, que nos ha de servir de guia en el estudio de 
las coordenadas cilindricas, representaremos una tensión 
cualquiera por p. 

Ni el emplear la letra p significa que la tomemos como 
inicial de presión, ni el que hallamos empleado y sigamos 
empleando la palabra tensión significa tampoco que la con- 
sideremos como sinónima de tracción. 
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Empleamos la palabra tensión, según hemos dicho ya mu- 
chas veces, como término genérico, como sinónimo de es- 
fuerzo, que unas veces será de tracción y otras de compre- 
sión. 

Pero es bueno recordar que para el cálculo de la tensión, 
sobre una cara perpendicular á un eje cualquiera, considera- 
mos las acciones de la parte de la derecha sobre la izquierda, 




Figura 34. 



Ó de la región positiva sobre la negativa, ó bien, suponiendo 
que la cara tenga dos hojas, sobre la hoja de la parte nega- 
tiva: si resulta una tracción, evidentemente se tendrá una 
fuerza positiva. De suerte que las tracciones las considera- 
mos como positivas. 

En el caso de coordenadas cilindricas, debemos definir lo 
que se entiende por región positiva y región negativa, para 
cada una de las caras del sólido elemental prismático. 

Sea M un punto del sistema elástico (fig. 54). Hagamos 
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pasar por este punto una superficie de cada una de las tres 
familias que definen el sistema de coordenadas cilindricas, 
que serán : el cilindro 5 Af C de radio oM^ r; 

El plano meridiano A M C, que formará con el plano X Z 
el ángulo (i igual al que forma su traza Oa, sobre el plano 
X Y, con el eje X; 

Y por último, el plano A M B perpendicular al eje Z y 
cuya distancia al plano X Y es z. 

Estas tres superficies forman en M un triedro trirreclángu- 
1o, y dichas superficies constituyen tres caras del elemento 
de volumen, que hemos definido en la figura 53; pero en ésta 
(fig. 54) no hemos representado más que las tres caras de 
dicho triedro. 

Si por Af y en el plano A M B trazamos la tangente Ai / al 
arco B M, tendremos también representado en la figura el 
sistema auxiliar de tres ejes trirrectangulares Ai r/z. 

Claro es que el plano f Af z es tangente al cilindra BMC 
3 lo largo del eje M z. 

Dicho esto con toda la minuciosidad que hemos creído ne- 
cesaria para evitar confusiones, estudiemos las tensiones y 
sus componentes sobre las caras planas A M C y A M B, y 
sobre la cara curvilínea BMC, que ya hemos dicho que es 
un cilindro de revolución alrededor de Z. 

Por regla general vamos á descomponer todas las tensio- 
nes en tres componentes paralelas al eje de las r, de las / y 
de las 2; es decir, de los tres ejes que constituyen el sistema 
auxiliar trírrectangular. 

Consideremos la cara -4 Ai C, y sea B' su centró, á cuyo 
punto suponemos aplicada la resultante de todos los es- 
fuerzos sobre los diferentes puntos de la superficie alrededor 
del punto B'. 

El esfuerzo ó tensión por unidad de superficie, será el es- 
fuerzo total sobre la cara -4 M C dividido por la superficie de 
esta cara. 

Consideraremos que el ángulo fl va creciendo positiva- 
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mente del eje de las X hacia el eje de las /, según marca la 
flecha: pues en esta hipótesis estudiaremos las acciones de 
la parte de delante del plano A M C sobre la parte de detrás. 

Si las tres componentes de la fuerza, ó tensión que actúa 
en S", las representamos, por B'd la paralela al eje de las r, 
por fi'/la paralela al eje de las t, y por Be la paralela al eje 
de las 2, pues ya hemos explicado que" las fuerzas las des- 
componemos en la dirección de los ejes r, t. z, es evidente 
que B'f, por ejemplo, si es positiva, representará una trac- 
ción, y lo mismo diriamos de las otras dos componentes. 

Pero veamos, ante lodo, cuales son las notaciones adop- 
tadas. 

La letra p es la designación general del esfuerzo ó de la 
tensión; un primer subíndice indica el eje del sistema auxi- 
liar al cual es perpendicular el plano elástico á que se refie- 
re dicha tensión, y un segundo subíndice indicará la direc- 
ción de la componente; de suerte que B'd por referirse al 
plano A C que es perpendicular al eje /, y por ser paralela 
al eje de las r, se represenlará por pir. 

Asimismo S'/, por referirse á dicho plano /I C perpendi- 
cular á t, llevará t por primer subíndice, y también por se- 
gundo por ser una componente paralela á este eje. 

Por último B'e, que corresponde al plano AMC perpen- 
dicular á /, y que es paralela á z, llevará ambas letras como 
primero y segundo subíndice. 

En resumen: para la cara AMC 

B'd^p,r,By=pa,Be = pu. 

Del mismo modo para la cara AMB perpendicular al eje 
de las 2 las tres componentes serán: 

C'/i, Ck, Cg. 



respectivamente paralelas á los ejes auxiliares r, /, z. 
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Las notaciones serán las mismas que en el caso anterior: 
p, en general indica los esfuerzos; el primer subíndice será z, 
porque la cara AMB es perpendicular al eje z; los segundos 
subíndices serán r para la componente paralela á este eje, 
/ para la componente paralela á dicho eje /, y z para la com- 
ponente paralela al eje de las z; de suerte que tendremos: 

Ch=p,r\ Ck=p,u Cg=pz,. 




Figura 33- 

Respecto á la cara BMC, que no es plana como las ante- 
riores, sino cilindrica, son necesarias algunas aclaraciones 
y conviene hacer una figura en mayor escala, como es la 
figura 55. 

Hemos representado en esta figura los tres ejes r, t, z; el 
cilindro BMC y el plano tangente B^MC á dicho cilindro á 
lo largo de la generatriz M C. 

Sea a el punto de aplicación de la tensión p sobre toda la 
cara BMC, pero referida á la unidad de superficie. Esta ten- 



sión la descompondremos, porque es la regla general, según 
los tres ejes r, t, z; de suerte que si hacemos pasar por a un 
plano paralelo al tMz, cuya traza sobre el plano rMt será 
mn paralela á /, dos de las componenles estarán en el plano 
mna y la tercera aa' será paralela á r, y, por lo tanto, per- 
pendicular al plano mna y también á su paralelo tMz. 

Fijémonos sólo en la componente aa', y lo que de ella 
digamos, podríamos decir de las otras dos componentes. 

Si consideramos la sección recta del cilindro BMC corres- 
pondiente al punto a, que designaremos por fe, y si o es su 
centro, que será un punto del eje del cilindro, trazando la 
recta oa hasta que encuentre el plano tangente fMz, y lla- 
mando b al punto de intersección, los puntos a y b marca- 
rán un segmento ab, que será infinitamente pequeño de se- 
gundo orden, lo mismo que cd. si t-AÍ es de primer orden. 

Atiora bien; consideremos la tensión por unidad de super- 
ficie en el punto b del plano tangente B¡MC, y sea bb' su 
componente paralela al eje de las r. 

La distancia de los puntos a, b hemos dicho que es de 
segundo orden, luego la distancia de las rectas aa' bb' tam- 
bién lo será, y por lo tanto, podremos substituir á la com- 
ponente aa' de la tensión correspondiente al cilindro, la 
componente bb' de la tensión que corresponde al plano tan- 
gente, con errores infinitamente pequeños de segundo orden. 

De aquí deducimos que en vez de considerar la tensión 
para el cilindro, podemos considerar la tensión por unidad 
de superficie para el plano tangente, que es el plano coorde- 
nado auxiliar tz. 

Las notaciones para las tres componentes de esta tensión, 
que es, como liemos dicho, la del cilindro ó la del plano tan- 
gente, serán las mismas que hasta aquí hemos empleado. 

Por ser el plano tangente perpe'ndicular al eje de las r, 
será r el primer subíndice, y los segundos serán respectiva- 
mente r, /. z. 

De suerte que tendremos aproximadamente para las com- 



j 



ponentes de la tensí/m por unidad de superficie del cilindro 
BMC, siendo por de contado muy pequeñas, de primer or- 
den, las longitudes Me y Md: 



En resumen, las componentes de las tensiones, por unidad 
de superficie, para las caras infinitamente pequeñas BMC, 
AMC, /lAíñ(fig. 54), serán: 

Para el cilindro BMC (ó para el plano tang.). . Prrpn Pr^ 

Para el plano AMC Pir Pti Pn- 

Para el plano AMB PirPu Pzt- 

Estas notaciones son enteramente análogas, como ya he- 
mos dicho, á las que empleamos en el sistema ordinario de 
coordenadas con estas diferencias de notación: que á lo que 
allí llamábamos X, aquí le llamamos p, y que los ejes que 
allí se designaban x, y, z, aquí se designan por r, t, z. 

En rigor, todas estas componentes se refieren á las caras 
del sistema auxiliar r, /, z, que es trirrectangular, y pueden 
considerarse, como formando parte de un paralelepípedo, aná- 
logo al que empleamos en las coordenadas ordinarias, el cual 
se ajustará en cierto modo al sólido elemental de ia fig. 54. 

Esta observación va á simplificar notablemente el procedí 
miento que hemos de seguir, y por el pronto nos permite, 
sin nueva demostración, aplicar \m teorema que ya demos- 
tramos para el paralelepípedo. 

Alli demostramos que los subíndices pueden cambiar sin 
que cambie el valor de la tensión, de suerte que en el cua- 
dro anterior tendremos 



= Prl.Ptz 



= Pzl.Pr2=Pz. 



y el cuadro de las nueve componentes se reducirá á seis dis- 
tintas: 

Ptr,Ptf,P>z 
Pn.Ptz.Pr^. 



que equivalen, las tres primeras á lo que llamábamos 
N,. Nj. N.„ y las tres de la segunda línea á 7"„ T,,. T^. 

Decimos que esto puede establecerse sin demostración, 
porque hemos reducido aproximadamente las componentes 
de la cara cilindrica á componentes del plano tangente, que 
es uno de los planos coordenados, que forma parle del án- 
gulo triedro trirrectángulo y que puede ser el Iriedro M de 
un paralelepípedo auxiliar. 

Por esto precisamente, y para otra simplificación aun de 
mayor importancia, liemos substituido al cilindro el plano 
tangente á lo largo de Af C en el cálculo de las tensiones. 

Claro es que la demostración directa tampoco ofrecería 
dificultad de ningt'm género. 



Debemos ya pasar á las dos cuestiones fundamentales que 
son: expresión de las tensiones en función de las deforma- 
ciones, y equilibrio del sólido elemental formado por los dos 
cilindros, los dos planos perpendiculares á Z y los dos pla- 
nos radiales, distantes los dos primeros entre si dr, los se- 
gundos dz, y los terceros formando un ángulo dO. 

Determinación de las tensiones en función de las deforma- 
ciones. — Este problema puede simplificarse aprovechando 
los resultados que obtuvimos al estudiarlo para el sistema 
de coordenadas ordinarias. 

Se funda dicha simplificación en que las tres superficies, 
que determinan cada punto en el sistema de coordenadas 
cilindricas, y que son para cada punto, y pasando por él, un 
cilindro de revolución, un plano meridiano y otro plano per- 
pendicular'al eje Z, forman, como hemos explicado repetidas 
veces, un triedro trirrectángulo, cuyo vértice es el punto en 
cuestión. 

Tomando por ejes auxiliares, pero fijos, para dicho punto 
M la generatriz del cilindro, la tangente á la sección recta y 
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el radio, es decir, z, 1, r, estas tres lineas y los planos que 
determinan forman otro triedro que se ajusta al primero; 
porque el plano de las r res el mismo para los dos triedros; 
también es el mismo para ambos el plano de las / r; y el ter- 
cer plano de las tz. si no coincide con la superficie cilindrica, 
es tangente á la misma á lo largo de la generatriz z, y ade- 
más hemos demostrado que, á las componentes de la tensión 
que sobre dicha superficie actúa, pueden substituirse tas com- 
ponentes de la tensión sobre el plano tangente, con errores 
infinitamente pequeños de segundo orden. De aquí se dedu- 
ce esta consecuencia importante: que en este sistema de co- 
ordenadas cilindricas, para estudiar las tensiones y sus com- 
ponentes nos basta estudiar el triedro trirrectángulo forma- 
do por z, t, r. 

Pero este triedro lo tenemos ya estudiado en la primera 
parte del curso, y es más, tenemos calculadas las componen- 
tes de la tensión en función de las deformaciones u, v, w, 6 
mejor dicho, de sus derivadas parciales; sólo que lo que 
allí llamábamos x, y, z, serán en este caso r, t, z. Además, 
recordemos que las componentes de la tensión que allí lla- 
mábamos A',, N., M„ T^, T-i. T.„ aquí están expresadas con 
la letra p, á la cual agregamos dobles subíndices. 

Tendremos, por lo tanto, conservando las denominaciones 
X, y, z, para las variables independientes. 



dx dy 



- A e + 2 [1 - 



P-í 



/ dw , dv \ l 



da I dw 
dz ' dx 



dv 
dx 



Sin embargo, el problema no eslá resuelto todavía. 



du ■ 
dy 
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Hemos expresado las componentes de las tensiones en 
función de las derivadas parciales de las deformaciones; pero 
en función de las componentes u, v, w, que se refieren al 
sistema ordinario, y debemos expresarlas en función de las 
componentes de la deformación U. V, W, en el sistema ci- 
lindrico; 6 mejor diclio, de sus derivadas parciales con rela- 
ción á r, d, z. 

Luego aquí se nos presenta este nuevo problema: expre- 
sar aquellas derivadas parciales en función de éstas; es decir, 



lia 
dx 


dv 
dx 


dw 
dx 


1 í~ 
dr 


dV 
di 


dW 

dr 


di¡ 
dy 


do 
dy 


dw 
dy 


í en función de —-r- 


dV 

de 


dW 

de 


du 
dz 


dv 
dz 


dw 
dz 


\ dU 

] dz 


dV 
dz 


dW 
dz 



Y substituyendo las primeras en función de las segundas, 
en los valores de las p, que liemos escrito antes, liabremos 
resuelto el problema en cuestión, porque tendremos los va- 
lores de las p en función de las derivadas parciales de U, 
V, W, con relación á r, O, z. Es decir, las tensiones en fun- 
ción de las deformaciones V, V, IV. 

Queda, pues, reducido el problema á este otro. 

En el sistema ordinario, es fácil determinarla significación 
geométrica de da, dv, dw. 

Consideremos un punto jM(fig. 56) de! sólido elástico, y 
los tres ejes x,y,z que pasan por dictio punto; advirtiendo 
que, en este caso, el eje de las jc es también eje de las r, y el 
eje de las y, es el eje de las /; el de las z se conserva con 
esta denominación. 

Supongamos que por la deformación elástica, el punto M 
se traslada á M'; pues proyectando M' sobre x, y, tendre- 
mos las dos componentes u, v. que están señaladas con lineas 
más gruesas en la figura. 
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Consideremos, asimismo, un punto Mi muy próximo á M, 
y sea M^ M\ su desplazamiento. 

Proyectando Ai i sobre el plano de las x, >*, y lo mismo 
M\, y representando las proyecciones por nii, m\, no hay 
más que proyectar la recta nii m\ sobre x y sobre y, que 
es lo mismo que haber proyectado directamente Aíi M\, 




Plgora 511. 

para obtener las componentes de este desplazamiento, com- 
ponentes que llamaremos u\v' y que están representadas 
con líneas gruesas en la figura. 

Tenemos, pues, que al pasar de Af á Af i , la componente 
u se ha convertido en í/', luego 



du = í/' - u\ 



y del mismo modo 



rfv = v' — V. 
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' Como la variable z es la misma en los dos sistemas, no 
tenemos para qué ocuparnos en ella; por lo demás, obtendría- 
mos un resultado análogo á los anteriores : 

dz^z' — z. 

De todas maneras, podemos formular esta regla práctica. 

Para obtener d u, no hay más que proyectar M M' y Mi M \ 
sobre el eje de las x, ó de las r en nuestro caso, y tomar la 
diferencia de las proyecciones. 

De igual suerte, para obtener dv proyectaremos Ai Ai' y 
Af 1 Aí\ sobre el eje de las y, ó sobre el eje de las /, y toma- 
remos la diferencia de ambas proyecciones. 

Pues apliquemos esta regla general al caso de las coorde- 
nadas cilindricas. 

Sean: M un punto del sólido elástico (fig. 57); 

Xy K, Z los tres ejes fundamentales; 

Ms la sección recta del cilindro de revolución, que pasa 
por Ai y que está representado por Mmss. 

El sistema de ejes auxiliares que corresponden al punto 
M estará formado por las tres líneas siguientes, según hemos 
explicado ya: Air prolongación del radio oM del cilindro; 
Mt tangente á Ms, y Mz paralela á O Z. 

Si el punto M se desplaza por la deformación elástica y 
viene á parar á Ai', las tres componentes de este desplaza- 
miento serán : 

Mb =U,ab= V, M'a = W, 

según hemos explicado anteriormente. Son, en rigor, las tres 
coordenadas de M' con relación á los ejes r, t, z. 

Por lo demás, sobre el plano X K, Ai se proyecta en 
m y el ángulo /Air en y mr' que será también un ángulo 
recto. 
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Consideremos otro punto M^ del sólido elástico muy pró- 
ximo á Af , y supongamos que la deformación elástica le lle- 
va á AfV 

Lo mismo que para el punto M, el punto Af ^ que se pro- 
yectará en /7?j estará definido por el cilindro M^m^s' s\ 




Figura 57. 



por el plano de la sección recta Af i s' , cuyo centro supone- 
mos que esta en o' y por el plano meridiano Afi /Wi O o\ 

Para el punto Af ^ podemos trazar, análogamente á lo que 
hacíamos para Af, un sistema de ejes auxiliar r^, f^, Z|, que 
estará formado por Af^ Tj, prolongación del radio o' Mi; Mi fi 
tangente á la sección recta Af^ s' y Afi z,. 



Hemos dicho que el punto Af, por efecto del desplaza- 
miento viene á parará M',: sus componentes, con relación 
á los últimos ejes auxiliares fi, f^, z„ serán: 

M^b' = U-\-dU,a'b'= V -\- dV, a'M\= W -\- dW, 

puesto que al pasar áe M á M¡ las componentes del despla- 
zamiento sufren variaciones que hemos representado por 

dU,dV,dW. 



El ángulo /, Afi r, que es recto, por estar en un plano pa- 
ralelo al XYse proyectará también según un ángulo recto 
/', m, r'i sobre dicho plano de las XY. 

Si queremos obtener du. dv, dw con relación á los ejes 
r, f, z, no tenemos que hacer otra cosa, según la regla que 
establecimos antes, que proyectar A/ Ai', Af, M'¡ sobre r, y 
tomar la diferencia: asi obtendremos du; y después proyec- 
tar estos mismos desplazamientos sobre /. y tomar la dife- 
rencia también entre ambas proyecciones, 

Pero lo mismo da proyectar Af Ai' que el polígono MhaM'; 
y análogamente da lo mismo proyectar Ai, AÍ', sobre r, que 
el polígono M¡b'a'M', siempre sobre r. Ahora bien; estos 
polígonos tienen los lados oAf' y o' Ai', perpendiculares á r, 
luego sus proyecciones serán nulas sobre dicho eje. Nos bas- 
ta, pues, proyectar Mba y M,b'a' sobre el eje expresado r. 

Por otra parte, los planos rAf/ y r|Af|íi son paralelos, 
luego esta operación última podemos hacerla en sus proyec- 
ciones sobre el plano de las X Y. 

En resumen: no tenemos más que proyectar los dos con- 
tornos mBm' y mib\m\ sobre mr' y sobre mV, para ob- 
tener du y dv. 

Á fin de que resulte más clara esta construcción, hemos 
trazado una nueva figura, no ya en perspectiva, sino con sus 
verdaderas dimensiones, que es la figura 58. Esta y la 57 
deben considerarse á la vez. 
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En ella m es la proyección sobre el plano X Y del punto 
que se considera, ms la traza del cilindro de revolución que 
pasa por Af. 

mr' y mf las proyecciones de los dos ejes r, í, y r\, ^, 
formarán un sistema de ejes rectangulares. 

Del mismo modo ruis' es la traza del cilindro que pasa 
por Mi siendo m^ la proyección de este punto, para el cual 
mir\ es la proyección de Af^r, y mit\ es proyección 
de Afi fj. 

Estas dos líneas también forman un ángulo recto. 

Los dos círculos s y s' distan dr y los planos Or y Or\ 
forman un ángulo infinitamente pequeño (/O. 




Figura SR. 

Por último, m' es la proyección de Af ', de suerte que ten- 
dremos: 

mB=U,m'B^V, \ 

Y asimismo m\ será la proyección de Af'i, y es evidente 
que se tendrá : 

m,b\ = U+dU, m\b\ r=. V + dV. 
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^ decir, los valores del punto m aumentados en las di*^ 
fe^^nciales que resulten al pasar de m á m i . 

^gún lo que antes explicábamos, basta proyectar sobre r' 
los contomos m'Bm y m\ b\ nti y tomar la diferencia de 
a^bas proyecciones para obtener du. 

La proyección de m' Bm es evidentemente mB,6 sea U. 

La proyección de m\ b\ m^ será B^ B'=B^ B\ — B' ff^ 
que puede calcularse fácilmente. 

En efecto, 

B^B\ = m^b\co%{r\ r\), 
pero 

m^b\-= U -\-dU y eos (r, r^ -- eos dh. 
luego 

Bi B\ = (U+dU) eos dO, 

Mas .el coseno de un ángulo infinitamente pequeño de 
primer orden difiere de la unidad en un infinitamente pequeño 
de segundo, luego poniendo 1 en vez de eos rfO, resultará 

BiB\ = U+dU, 
Por otra parte 

B'B\ = m\b\ sen {t\,r) 
ó bien 

B' B\ = (V -^-dV) sen do, 

y poniendo en vez del seno el arco por tratarse de un ángu- 
lo infinitamente pequeño 

B'B\ -{V~[-dV)dO= VdO-i'dVdO, 

Despreciando la última parte, que es un infinitamente pe- 
queño de segundo orden, resultará 

B' B\= VdO; 
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y substituyendo los valores de Bi J8'i y B'JB',, obtendre- 
mos, por último, 

B^B'^U+dU- Vde. 

Sólo nos queda, para obtener du, que restar las dos pro- 
yecciones BiB' y mB asi 

du=U+dU- VdQ—U, 

ó bien 

du = dU— VdQ. 

El mismo procedimiento nos servirá para determinar dv. 
La proyección del primer contorno m'Bm sobre el eje /' 
es mC = V. 
. La del segundo m^b\m\ sobre el mismo eje será 

y estas dos últimas lineas tendrán respectivamente por valo- 
res, observando que los ejes /' y t\, forman, lo mismo que 
los r', r'i, un ángulo rf9, 

d C\ = /7?i b\ sen rfS = ( t/ + dU) d9 
C\ C = b\ m\ eos dB=V+dV 

por lo tanto ^ 

Restando tas dos proyecciones CiC y mC obtendremos 

dv =^ V + dV -\- Ud6 - V 

ó bien 

dv = dV+ Ud9. 
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En suma, tenemos para du y dv en función de las nuevas 
coordenadas, estas dos .expresiones: 



rfí/ = 


= dU- 


Vde 


rfv = 


• dV+Ude. 









Las expresiones anteriores nos determinan du, dv en fun- 
ción de dUf dV, pero en el caso general, cuando el punto M 
ha tomado la posición M\ y el punto Af^ ha ido á parar 
á Af\. Y no son las diferenciales generales las que busca- 
mos, sino las diferenciales parciales. 

Sin embargo, de los valores obtenidos para du, dv, pode- 
mos deducir, en este sistema particular de coordenadas que 
vamos examinando, las nueve diferenciales parciales de 
u, V, w, en función de las nueve diferenciales ó derivadas par- 
ciales de ¿7, V, W que hemos consignado en el cuadro (I). 

Determinemos una por una las derivadas parciales de 

Uy V, w. 

1.** . Esta expresión significa que ha de buscarse 

dx 

la relación entre un incremento de w y un incremento de x, 

cuando no varian la y ni la z\ de modo que el punto M ha 

de moverse sobre el eje auxiliar de las x, que es el mismo 

de las r, y que en proyección será el eje r' 

Dividiendo, pues, por dx el valor du tendremos: 

du dU ^ do 



dx dx dx 

En primer lugar, puesto que coinciden los ejes x y r, la 
expresión anterior también podrá escribirse de este modo: 

du d^ _ Y ^^' 



dx dr dr 
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Pero si el punto M se mueve sobre el eje de las r, al pa- 
sar á Aí^, no habrá variado d, pues como decimos, Ai y Af^ es- 

taran sobre Mr (fig. 57) de modo que — = O y tendremos, 

dr 

du dü , . 



dx dr 



El primer miembro es la derivada parcial de a con rela- 
ción á x; y el segundo, es la derivada parcial de ¡J con re- 
lación á r, porque como hemos visto, no varía ni 9, ni z tam- 
poco. 

En resumen, una de las derivadas parciales del primer gru- 
po (!) se expresa en función de otra del segundo grupo. 

2!" . Para que esta expresión represente la deriva- 

dy 

da parcial de u con relación á y, es preciso que x y z no va- 
ríen, luego NI debe moverse sobre el eje de las y, ó de las /, 
de suerte que M y M^ estarán sobre dicha recta Mt. 
Tendremos 

du dU _ y de 



dy dy dy 

Pero hemos visto que dy=^rd9, luego 



ó bien 



du 

dy 


_ dU y dO 
rdO rdO 


du 


1 dU V 


dv 


~ r de r' 



(a) 



Ahora bien, moviéndose Af sobre Mt, es como si se mo- 
viese sobre Afs, luego sólo varía 5: no varían ni r ni z. Así 

rí í T 

es la derivada parcial de U con relación á 0. 

dO 



; 
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Hemos expresado otra derivada parcial de u con relación 
á j^ en función de la derivada parcial de U con relación á 6 . 

3.** . Como la u coincide con í/, y además, el eje 

dz 

de las z es el mismo para ambos sistemas, es evidente que 

se tendrá 

du dU 



dz dz 



(«") 



y ambas son derivadas parciales en que x, y por una parte, 

y r,B por otra permanecen constantes. 

dv 
4.** — . Dividiendo por dx el primer miembro del va- 

dx 
lor de rfv, y por dr el segundo, porque las variables x, r co- 
inciden sobre el mismo eje, y sus incrementos serán iguales, 
tendremos: 

dv dV , -, do 

— .— = — - — \- u 



dx dr dr 

Mas para que la ecuación anterior tenga, por decirlo así, 
una significación útil en nuestro problema, es preciso que 
los coeficientes diferenciales que contiene sean verdaderas 
derivadas parciales. 

Para que lo sean , es forzoso que la y y la z perma- 

dx 

nezcan constantes, luego el punto Af ^ debe moverse sobre el 

eje de las x, que en este caso coinciden con el eje de las r. 

Ahora bien, si el punto Af^ se mueve sobre el eje de las r, 

es claro que dO será igual á cero, luego la fórmula anterior 

se reduce á 

dx dr 

Además^ no variando z ni variando 9, d Ves el incremento 
que corresponde á la variación dr\ por lo tanto, el segundo 
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miembro es la derivada parcial de V con relación á r. Tene- 
mos, pues, otra derivada parcial del primer sistema expresa- 
da por una derivada parcial del segundo. 

S."" . Dividiremos análogamente á los demás casos 

dy 

el valor de dv por dy, y tendremos: 

dv dV , -, dB 

-f- U — " — . 



dy dy dy 

Pero dy se cuenta sobre el eje /, y hemos visto que, con 
diferencias infinitamente pequeñas de orden superior, se tie- 
ne dy = rdO. 

Luego la expresión anterior puede escribirse en esta forma: 

dv dv ^^j de 



dy rdO rdO ' 
ó bien 

dv _ l dV U 

ly-T'di r' <'*> 

Para que el primer miembro represente la derivada par- 
cial de V con relación á y, es preciso que la x y la z per- 
manezcan invariables; es decir, que el punto Af i se mueva 
sobre el eje de las /. Pero en este caso rf V significará la va- 
riación de V únicamente por la variación de 9, luego el coefi- 
ciente será también una derivada parcial : la de V con 

de 

relación á 0. 

En cuanto al término — nada hay que advertir, porque 

r 

no contiene cantidades diferenciales. 

En suma: la ecuación (&') expresa una derivada parcial 

del antiguo sistema en función de otra derivada parcial del 

segundo. 
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6.*" . Como V y V^ se cuentan paralelamente al 

dz 

mismo eje, es evidente, puesto que el eje z permanece inva- 
riable, que tendremos : 

dv dV 

\P ) 



dz dz 

ó sea una derivada parcial del primer sistema de coordena- 
das en función de otra derivada parcial del segundo. 

dw 
7.° ' . La IV y la w se cuentan ambas paralela- 

dx 
mente al eje de las z; ?s decir, que se tiene rfw = rf IV y di- 
vidiendo el primer miembro por rfx y el segundo por dr, 
que son iguales, tendremos: 

dw dW , . 
= (c). 

dx dr 

De modo, que si el punto Af^ se mueve sobre el eje de 
las r, los dos miembros representarán dos derivadas parcia- 
les: el primero con relación á los ejes x, y, z; el segundo 
con relación á los ejes r, 9, z, porque también la O y la z per- 
manecerán invariables. 

dw 
8." . Como tenemos dw =dW, dividiendo el pri- 

dy 
mer miembro por dy y el segundo por su igual rdO, se ob- 
tendrá: 

dw 1 dW 



dy r do 



(c'). 



Si el punto se mueve sobre el eje de las y, ó sea de las t, 
el primer miembro será la diferencial parcial de w con rela- 
ción á y; pero en este caso, la z y la r permanecen constan- 
tes; luego el segundo miembro es la derivada de W con re- 
lación á 0. 
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dw 
9." . Consideraciones exactamente iguales á las 

dz 



anteriores nos demuestran que 

dw ^ dW 
dz dz 



(C). 



Tenemos, pues, expresadas todas las derivadas parciales 
de u, V, w con relación á x, y, z, en función de derivadas 
parciales de U, V, W con relación á r, 6, z, que era el pro- 
blema que nos hablamos propuesto resolver con el fin de 
substituir las primeras por las segundas en los valores de las 
componentes de la tensión p. 

Resumiendo en un cuadro las nueve fórmulas marcadas 
con las letras a, b, c, podremos escribir: 

du dU 



dx dr 

dv \ dV , U 

"I 



dy r dO 

dw dW 



dz dz 

dw ^ dv í dW , dV 

I — : — — 77^ I 



dy dz r dO dz 

du . dw _ dU , dW 



dz dx dz dr 

dv , du dV , \ dU 

H : — — — r~ + 



dx dy dr r de r 

• 

que son precisamente las cantidades que entran en los valo- 
res de p. 

Si quisiéramos expresar la dilatación cúbica en función de 
las nuevas coordenadas, no habría más que substituir en 

du , dv , dw 

6 = 1 1 , 

dx dy dz 
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en vez de las derivadas parciales , , sus va-r 

dx dy dz 

lores tomados del cuadro anterior. Llamando 6^ la dilatación 
cúbica expresada en las nuevas coordenadas cilindricas, y 
por ser dicha dilatación cúbica invariable, é independiente 
de las coordenadas que se elijan, de modo que O = b^ ten- 
dremos: 



fic- 


dU 1 
dr r 


dV U dW 
db r dz 

* 
* * 



Para obtener las tensiones p por unidad de superficie, 
sobre las superficies del sistema cilindrico que pasan por un 
punto Af , y para dicho punto, no habrá más que substituir en 



dx dy 

dz 



/dw,dv\ ( du , dw \ 

i dv , du \ 

los valores de las derivadas parciales de ¿/, v, w con relación 
á X, y, z, tomadas del cuadro anterior en función de las de- 
rivadas parciales de f/, V, W con relación á v, 6, z, y re- 
sultará : 

Prr = ^íf + 2\i. —— , 

dr 



t„ = xe, + 2|* 
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dW 



Ptt = I* 



/ dV J_ dW \ 
\ dz r de )' 



Prt 



Prt 



T ^ 


^ dz ' 


dV 
dz 


1 dW 

r de 


dU 
dz 


+ ^> 


dV 


, 1 dU 



^\ dr r de r ) 



Estas fórmulas son las mismas de M. Resal, cuyo tratado 
hemos tomado por guía en este punto de las coordenadas 
cilindricas, pero con signo contrario. 

Se explica tal diferencia, porque nosotros consideramos 
como positivas las tracciones, y parece que M. Resal consi- 
dera las presiones como positivas. 

Si quisiéramos desarrollar por completo las fórmulas pre- 
cedentes, de manera que sólo entrasen derivadas parciales 
de f/, V, W con relación á r, 6, z, no había más que sul>s- 
tituir por Oc su valor ya obtenido. 

dU , 1 dV ^ dW , U 



dr r de dz r 

En la conferencia próxima determinaremos las condicio- 
nes de equilibrio del sólido elemental en coordenadas cilin- 
dricas. 



« . 
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Conferencia déolmateroera. 

Señores: 

Lo hemos dicho en repetidas ocasiones, el problema de 
la Elasticidad comprende dos problemas fundamentales: Pri- 
mero, expresar las componentes p, de las tensiones, en fun- 
ción de las deformaciones C/, V, W; Segundo, establecer las 
ecuaciones de equilibrio del sólido elemental del sistema de 
coordenadas que estamos considerando. 

El primer problema ya lo hemos resuelto en la última con- 
ferencia, y tenemos expresadas las seis componentes p, en 
función de las derivadas parciales de U, V, W con relación 
á r, B, z. 

En esta conferencia vamos á resolver el segundo y obten- 
dremos las tres ecuaciones de equilibrio relativas á las tres 
componentes de todas las fuerzas, paralelamente á los ejes 
/, r, z. 

Cuando hayamos resuelto este problema, bastará substituir 
en las tres ecuaciones expresadas, los valores de las p, para 
obtener tres ecuaciones en diferenciales parciales de las com- 
ponentes de los desplazamientos. 

Esto para el equilibrio; para el movimiento no hay más que 
incluir entre las fuerzas exteriores, las de inercia del punto 
material que se considera, ó mejor dicho las del sólido mate- 
rial que le comprende. 



Equilibrio del sólido elemental en coordenadas cilindricas.-- 
Sabemos que el sólido elemental, como puede verse en la 
figura 54 de la conferencia anterior, se compone de dos ci- 

a.* parte. ai 



lindros de revoluciún alrededor del eje Z, distantes dr, de 
dos planos meridianos formando el ángulo infinitamente 
pequeño t/6, y de dos planos perpendiculares á Z, distan- 
tes dz. 

Sobre todas las caras de este sólido actuarán tensiones cu- 
yas componentes hemos designado, en general, por p. En el 
centro de gravedad, actuarán fuerzas exteriores cuyas com- 
ponentes designaremos por R, T, Z. 

Las p sabemos que se refieren á la unidad de superficie, y 
las tres iiltímas á la unidad de volumen. 

Sabemos aún que los tres ejes auxiliares son r, i, z, según 
los hemos definido en la conferencia anterior. 

Para obtener las ecuaciones de equilibrio no hay más que 
hallar las componentes de todas las fuerzas antes enumeradas 
paralelamente á dichos tres ejes é igualarlas á cero. 

Con las otras tres ecuaciones, relativas á los pares, no hay 
que contar, porque se tienen en cuenta con sólo reducir las 
nueve componentes de /j á seis, mediante las condiciones, 

Pf, = Pi„P.¡=Pzr,P,l-Pt^- 



Hemos representado en la figura 59 el sólido elemental ya 
definido; mas para evitar complicaciones en la figura, sólo 
hemos conservado las tres caras del ángulo triedro M (figu- 
ra 59) que son: el cilindro de revolución MCA' B; e! plano 
meridiano MCB'A , que es un rectángulo; y la sección rec- 
ta MAC'B, formado por un trapecio circular en el cual los 
dos arcos son MB y A C, ambos tienen su centro en el pun- 
to en que dicho plano corta al eje Z. 

Las caras opuestas á estas tres se han suprimido en la 
figura; serian, el cilindro que pasase por AC y por AS', el 
plano meridiano definido por BC y BA ', y el plano de sec- 
ción recta determinado por A'C, que pasaría por CB'. 

Estas tres caras, como hemos dicho tantas veces, forman 
un triedro trirrectángulo Ai; haciendo pasar por Mt tangente 
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á MB y por Ai C un plano, éste serfa tangente á lo largo de 
la generatriz MC al cilindro BM CA\ 

Los tres ejes auxiliares serían, como siempre, Mr, Mt, Mz, 
y es claro que podríamos formar un paralelepípedo elemen- 
tal cuyo triedro trirrectángulo M estaría formado por el meri- 




Plflura 30. 



diano MB\ por el plano de sección recta AfC y por el plano 
tangente tC. 

Este triedro ajusta por dos de sus caras con el anterior, y 
la última es tangente al cilindro. 

Ya vimos que las tensiones pueden referirse á dichas tres 
caras planas: dos de ellas porque coinciden en ambos siste- 
mas de coordenadas; la tercera porque es tangente al ci- 
lindro. 

Supongamos que la tensión sobre la cara A' BMC, que 
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es cilindrica, tiene su punto de aplicación en a, pues lo mis- 
mo da suponer que a está en dicha cara cilindrica que en la 
cara plana tMC. 

Asimismo, tanto dará determinar el área plana fAf Ccomo 
el área cilindrica A' BMC; los errores serían infinitamente 
pequeños, de segundo orden. 

Supongamos que las componentes de la tensión , aplicada 
al punto a, son am paralela á r, am' paralela á /, y am" pa- 
ralela á z. 

Pero fijémonos en cuanto á su dirección y á su signo. 

Según la regla general que establecimos en el primer sis- 
tema de coordenadas, y que aplicaremos también en este de 
coordenadas cilindricas, las componentes de p representan la 
acción de la región positiva sobre la negativa, que en el úl- 
timo caso sería la de la región que contiene al sólido ele- 
mental sobre la región negativa de las r; pero como lo que 
nos interesa es, no la acción del sólido sobre lo que le rodea, 
sino, por el contrarío, la acción de la región ambiente sobre 
dicho sólido elemental , las tres componentes á que nos he- 
mos referído serán : 



am == - Prr, Qfn' = —Prt, am'' = -'Prz 



Estas son fuerzas por unidad de superficie sobre toda la 
cara tMC 6 BMC, que da lo mismo. Las fuerzas efectivas 
que actúan se obtendrán multiplicando las anteríores por el 
área de BMCA\ Dicha cara puede considerarse como un 
rectángulo. El lado Af C es igual á dz. 

El lado BM es un arco de circulo cuyo lado es r, y cuyo 
ángulo es d 6, luego su longitud será r d^. 

Asi, pues, tendremos 

iiX^^BMCA' = rdBdz\ 
y las componentes de la tensión sobre el punto a del sólido 
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elemental ó, mejor dicho, sobre la cara cilindrica del sólido 
elemental serán : 
Cara cilindrica MBA'C, 

componente paralela á r — rdodzpm 

componente paralela á / — rdOdzprt 

componente paralela áz — rdOdzprz- 

Las componentes sobre la cara opuesta, y según los tres 
ejes r, t, z, serán las mismas que acabamos de obtener, 
aumentadas en la parte que corresponde al incremento dr 
de la única variable que cambia al pasar de una á otra 
cara. 

Pero en los componentes anteriores dO y dz no varían de 
una á otra cara; lo único que cambia es para la primera com- 
ponente rprrf para la segunda rprt y para la tercera rprzl 
por lo tanto, podemos escribir desde luego: 

Cara cilindrica CAB' 

componente paralela á r. . -{- dOdzlrprr-] — dr\ 

componente paralela á /. . + dOdz Irprt H — dr\ 

componente paralela á z. . -\- dOdzlrprz-\ ^^ drV 

Ponemos el signo + porque en este caso hay que con- 
siderar la acción sobre el sólido elemental de la región de la 
derecha, ó sea de la parte positiva del eje de las r. 

Los componentes paralelos á los tres ejes que proceden 
de las dos caras cilindricas, se obtendrán sumando algebrai- 
camente los resultados anteriores y resultará: 
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drprr 



— dddzrprr ^ dbdzrprr + didz — í^ dr = 

dr 

= dedzdr(prr + r-^\ 

— dddzrpri + dOdzrprt + d9dz -^'- dr = 

dr 

= d9dzdr(pr,-\-r-^\ 

— d9dzrpr^ 4- dddzrpr^ + dUz^í^^^ dr== 

dr 

= d9dzdr(prz + r-^\ 

de modo que, en resumen, tendremos para las dos caras ci- 
lindricas el resultado siguiente : 
CarasBAfCy CMfi', 

componente paralela á r. . . + drdddz Iprr + r— ^^ j 
componente paralela á /. . . + drdddzlprt + r— ^^j (1) 
componente paralela á z. . . + drdOdz Iprz + ^ ^^ ]> 






Determinemos ahora las componentes paralelas á los tres 
ejes r, /, z de la tensión que actúa sobre la sección recta 
MACt. 

El punto de aplicación suponemos que es el c; la compo- 
nente paralela al eje de las r será cp; la componente paralela 
al eje de las t, cp\ y la componente paralela al eje de las z 
las representaremos por cp'\ todas ellas referidas á la uni- 
dad de superficie. 
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Según las notaciones establecidas tendremos: 



cp = —pzr\ cp' = — Pzh cp'' = —Pzz- 



Ponemos el signo — porque se trata de la acción, no de 
la región positiva sobre la negativa, en que las componentes 
de la tensión las hemos representado por p^^i Pzt, Pzzf sino 
al contrario de la acción de la parte negativa sobre el sólido 
elemental componente , que son iguales y de signo contrario 
á las anteriores. 

El área del trapecio MAC B, que es la misma que la del 
trapecio MAtt y que se confunde con un rectángulo cuyos 
lados sean MA y Masera: 

MA X Mt = dr. rdO; 

por lo tanto, pasando de las componentes por unidad de su- 
perficie á las componentes sobre la cara AMtt\ podremos 
escribir: 
CaraAfi4C'B, 

componente paralela á r. . . — Pzr • dr . rdO = — rdOdrp^r 
componente paralela á /. . . — rdddrp^t 
componente paralela á z. . . — rdOdrpzz- 

Para la cara opuesta, que será la definida por CB' y CA ', 
el cálculo sería el mismo, el factor rdddr no cambiaría, úni- 
camente las p sufrirían las variaciones que corresponden al 
incremento dz, que son: 

dpzr ^^ dpzt .^ dpzz 



dz, ^^^^^^ dz, ^^^^^^ dz. 



dz dz dz 



De modo que podremos escribir: 
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Cara superior B'CA', 



componente paralela á r. . . + rdOdrlpzr H ^-^ dz] 

\ dz ) 

componente paralela á /. . . + rdedrlpzt -\ ^^dz\ 

\ dz J 

componente paralela á z... + rdOdrlp^z H — ^^^ ^-2:). 

V dz J 

Para obtener las componentes paralelas á los ejes r, t, z, 
que resultan sobre ambas caras, la inferior y la superior, no 
tenemos más que sumar dos á dos las componentes anterio- 
res, como hemos hecho para las cara^ cilindricas, y tendre- 
mos: 



— rdedrpzr + rdedrípzr + -^^^dz] = rdOdrdz -^^ 

A dz ) dz 

— rdOdrpzt + rdOdr ípu + ^^^dz\ = rdOdrdz -^2£l 

\ dz J dz 

— rdOdrpzz + rdOdr ípzz + '^^^dz\ = rdQdrdz 



dz 



En resumen, para el conjunto de las dos caras de sección 
recta, la superior y la inferior, tendremos : 
Caras AMt y B'CA', 

componente paralela á r. . . . + rdBdrdz ^^^ 

componente paralela á / + rdBdrdz — ^^ (2) 

dz 

componente paralela kz + rdOdrdz — ^^^ . 

dz 






Sólo nos queda por liacer un cálculo análogo á los ante- 
riores para la cara CMAB' y la opuesta A' BC, que son 
dos planos meridianos, formando el ángulo infinitamente 
pequeño dO. 

Este cálculo es del mismo género que los anteriores, pero 
en él hay una pequeña variante; porque las dos superficies 
cilindricas, ó los dos planos tangentes que las substituyen, 
fWn paralelos, y asimismo las dos secciones rectas, superior 
é inferior, son paralelas también, y en estas últimas dos ca- 
ras, es decir, en los dos planos meridianos, no sucede lo 
propio: forman un ángulo (/O, que aunque es infinitamente 
pequeño influye en los resultados, como vamos á ver. 

Consideremos primero la cara MAB'C. 

Sea b el punto de aplicación del esfuerzo, que la región de 
detrás, según está la figura, ejerce sobre la región de delan- 
Hte, ó sea sobre el sólido elemental. 
H Las tres componentes de la tensión las hemos representa- 
do por bn, bn, bn", y según lo que hemos convenido res- 
pecto á los signos y según la notación general, tendremos; 



is ' 



I 



bn- 



- Pit; bn' = - 



listas serán las componentes por unidad de superficie. 

La cara MA B' C es un rectángulo y su área será el pro- 
ducto de sus dos lados; tendremos, pues, 

■ áTeíMAB- = MA .MC = dr.dz. 

Por lo tanto, los esfuerzos totales sobre dicha cara, es de- 
cir, las componentes de la tensión serán, 
Cara MAB' C. 

componente paralela á r — drdz . p,, 

componente paralela á / — drdz . p,, 

componente paralela á z — drdz . p, 





- sao- 
Consideremos la cara opuesta^ que es lo que pasa por las 

dos lineas ABy BC\es decir el plano meridiano que forma 

con el anterior el ángulo dO. 
Para no complicar la figura, hemos representado aparte, 

en la figura 60, la proyección sobre el plano rt del sólido 

elemental. 
Démonos cuenta de los elementos de esta última figura. 
La recta MA representa la traza del primer plano meridia- 



'-v; 






— r 



*•. 




Plflura 60. 



no, es decir, del CMA B\de la figura 59. Pasa esta recta por 
la proyección O del eje Z. 

El segundo plano meridiano i4'BC' de la figura 59 deter- 
mina en la figura 60, como traza, la recta BC\ que también 
pasa por el punto O. 

El ángulo que forman estos dos planos es precisamen- 
te efe. 

Los arcos de círculo MB y AC son las trazas de las dos 
caras cilindricas y Mt, AV las trazas de los dos planos tan- 
gentes. 

Los ejes trírrectangulares auxiliares á que constantemente 
nos venimos refiriendo para el punto Af, están representados 
en la figura 60 de este modo: 

Af r, es el eje de las r; Af /, el eje de las f, y el eje de las z. 
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será una recia perpendicular al plano de la figura proyecta- 
da en Ai. 

Hemos hecho ya el cálculo para la cara MA, en que las 
cotnponenles de la tensión son bn que coincide con r; bn' 
que es perpendicular á r, y la tercera componente paralela 
á z que es la bn" de la figura 59, y que en la figura 60 se 
proyecta en b. 

Pasemos ahora á la cara opuesta que se proyecta en BC. 

Sea &i el punto de aplicación del esfuerzo que ejerce so- 
bre dicha cara la parte del sólido elástico que está inmediata 
á ella por la parte de delante. De modo que deberemos to- 
mar las componentes de p con su signo positivo y no como 
en la cara MA, para la cual les dábamos signo contrario. 

Representaremos, pues, las componentes de la tensión so- 
bre la cara BC por bn,, y ft, /i',, las cuales estarán próxi- 
mamente en sentido contrario que bn y brí. 

Decimos próximamente en dirección contraria, pero no 
exactamente, por que las caras BC y MA (fig. 59) no son 
paralelas, sino que forman un ángulo d9. 

Esta es una pequeña complicación, pues si las caras fue- 
ran paralelas, lo serian las componentes, y no tendríamos 
más que sumar algebraicamente bn' y b^n' ¡ por una parte, 
y por otra, bn y 6|/i,. 

Pero no existe este paralelismo; luego tenemos que des- 
componer 6 1 «1 en dos componentes, que serán b,h y n^h 
paralela y perpendicularmente al eje de las r. 

Otro tanto tendremos que hacer con bi n\: descomponién- 
dola paralela y perpendicularmente ár, nos dará dos compo- 
nentes n'¡h', bji': una paralela al eje r, otra paralela al eje /. 

De suerte, que las componentes paralelas al eje r serán 
bn, que ya hemos calculado; &iA y n\ h' que tenemos que 
calcular ahora. 

Y paralelamente al eje de las / tendremos que sumar bn' 
que calculamos antes y /in, y b^h' que debemos calcular 
ahora. 
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Es decir, que en la cara B C obtenemos, no dos, sino cua- 
tro componentes, que hay que sumar ordenadamente á las 
dos que hemos obtenido para la cara MA . 

Empecemos por hallar b^n^ybin\. 

Aparte del signo las deduciremos át bnybn\ porque son 
los valores de estas dos componentes cuando la cara MA 
gira el ángulo dB y coincide con BC\ 

Luego son aquellas componentes con el incremento par- 
cial que corresponde al incremento dB. 

Los valores de bn, bn\ hemos visto que eran: 

bn = — ptr) bn = ~ pu. 

Nada decimos de bn'\ de la figura 59, porque esta com- 
ponente se encuentra en un caso más sencillo que las dos 
primeras componentes, como veremos bien pronto. 

Pero las p se refieren á la unidad de superficie , las com- 
ponentes, sobre todo la cara MA (fig. 60) ó Afi4fiX (figu- 
ra 59), hemos demostrado que son: 

— drdz .ptr 

— drdz , pth 

Estas componentes, al pasar de MAi BC variarán, por- 
que la variable O ha sufrido un incremento de, de modo que 
tendremos : 

componente paralela á r^ = drdzptr H — ^^^ dO, 

componente perpendicular á Ti = drdzpn H — ^ dB, 

ó bien, puesto que drdz permanece constante al variar 0: 
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1.* componente parálela á r^, . drdz Ipu + — j^ doX 
2.* componente perpendicular á r^, . drdz iptt H — ^^ d^V 

Ahora bien; los ejes elegidos para las componentes, que 
han de igualarse á cero, son los Mr, Mt, luego las dos 
componentes anteriores deberán descomponerse á su vez 
según dichos dos ejes Mr, Mt. 

La primera dará la componente, según 

b^h drdz(ptr + -^^^do\cos{hb^nil 

y como el ángulo hb^n = dO es muy pequeño, su coseno, 
con un error de segundo orden , puede suponerse igual á 1 . 
Así componente, según 

b,h drdz(ptr + -^de\ 

La primera da todavía, según 

hn^ drdzlptr-\ — —d6\^tnhb^n; 

pero sen hb^n = sen (rfe) = d^ próximamente. 
Así componente, según 

hn^ drdz íptr + -^^ de\ de = drdzpndO, 

despreciando el término que contiene dO^ y es de segundo 
orden. 
La segunda componente, según bin\ dará asimismo dos 
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componentes: una, según n\h'; otra, según 6,/r' respecti- 
vamente paralelas á Af r y Mt. 
De modo que componente, según 



n\h' drdz (ptt + -^^ de\ sen in\bih'), 



ó bien 



drdz (ptt + -^^ rf»] sen (rfS) = rfrrfz (p/^ + ^^ rf Ad», 

y ai fin 

drdzpttdO. 

La componente en la dirección bih' será 
Componente, según 

b,h' drdz íptt + -^^ d»] eos (/í'i6iA') = 

= drdz íptt + -^ de\ eos (de), 

y finalmente 

drdz (p,, + -^ d6\ 

Las cuatro componentes, según bih, htii, n\h\ éj/r'; 
y las dos según bn, bn\ son las que debemos sumar ahora 
porque ya están en la dirección de los ejes Mr, Mt. 

Es decir, sumaremos las paralelasáry luego las paralelas áf. 

Y no olvidemos que por ahora nos ocupamos tan sólo en 
las tensiones correspondientes á las caras MA , B C. 

Las componentes paralelas á r serán: 

- drdzptr + drdzíptr + -^^ dd\ + drdzpttde = 



= drdzdd 



(^+''") 
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Las componentes paralelas á / serán" asimismo: 

— drdzptt -\-drdzd9ptr + drdz ípu + ■^^\ d6 = 

^ drdzde (-^ + pA 

En resumen : 
Caras Ai i4,BC', 



componente paralela á r. . drdz di / — £íL _[_ p^Á 
componente paralela á /. . drdzd^ (^ + p,\ 



(3) 



componente paralela á ^. . drdzdO 



dptz 
de 



De la última componente nada hemos dicho porque se 
obtiene inmediatamente. 

La componente proyectada, en b (fig. 60), que es la bn" 
(figura 59), tiene por valor según hemos visto: — Pi^ por 
unidad de superficie. Por toda el área será: —pigdrdz. 

La componente proyectada en b^ (fig. 60), por unidad 
de superficie, será la misma aumentada en su incremen- 
to — ^í^fiffl, al pasar de 6 á 6i. Y multiplicando por el área, 

tendremos : 



drdz (p,. + ^ dej 



Como las proyectadas en 6 y en b^, son paralelas y pa- 
ralelas á z darán en esta dirección una resultante: 



Ptzdrdz + drdz (ptz + -^^ d6\ = drdzdO 



que es precisamente la última del grupo (3). 



dptz 
dd 
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Hemos determinado ya todas las componentes de las ten- 
siones sebre los tres pares de caras del sólido elemental de 
la figura 59, sólido que, como hemos dicho, substituye al pa- 
ralelepípedo elemental de las coordenadas ordinarias. 

Pero sobre este sólido elemental actúan no sólo las ten- 
siones sobre las seis caras, sino las fuerzas exteriores en el 
caso general, y el punto de aplicación podremos suponer 
que es uno cualquiera de dicho sólido; por ejemplo su cen- 
tro de gravedad que, á medida que el sólido disminuya, ten- 
derá constantemente hacia el punto Af. 

Descompongamos esta fuerza exterior, lo mismo que he- 
mos hecho para las tensiones, en tres componentes parale- 
lamente á los ejes Afr, Af /, Mz. 

Y por seguir cierta analogía en las notaciones, represen- 
temos las componentes de dicha fuerza referida á la unidad 
de masa por /?, T, Z. 

Respecto á la masa, claro es que será la densidad p multi- 
plicada por el volumen, y dicho volumen podemos suponer 
que es, con errores infinitamente pequeños, de orden supe- 
rior (fig. 59), 

MAxMtxMC=MAxMBx MC= 
^ MA xrdOxMC, 
ó bien 



r , dr , db , dz. 



La masa será, pues. 



frdrdOdz, 



y las tres componentes de la fuerza exterior 

componente paralela á r. . . . /?p .rdrdOdz 
componente paralela á /. . . . Tp . rdrdOdz \ (4) 
componente paralela Áz. . . . Zp. rdrdOdz ] 



\ 
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Tenemos, pues, en los grupos (1), (2), (3), (4), todos los 
elementos necesarios para establecer el equilibrio del sólido 
elemental. 

No hay más que tomar en estos cuatro grupos las compo- 
nentes paralelas á r, sumar é igualar á cero. 

Asimismo, tomar las componentes paralelas al eje t, é 
igualar á cero la suma. 

Por último, sumar las componentes paralelas al eje z, é 
igualar la suma también á cero. 

Efectuando estos cálculos tendremos: 



dz 



drdbdz ipn + r •^^\ + rdrdbdz 

+ drdf^dz ^-^ + pt!\ + RprdrdOdz = O, 

drdddz (prt + r -^^] + rdrdOdz -^^ + 
\ dr / dz 

-\- drdbdz /-í^ + p,\ + T^rdrdddz = O, 
drd9dz (pr, + r ■^^\ + rdrdidz 



dpzz , 

+ drdUz -^^ + Zprdrdddz = 0. 

db ^ 



dividiendo por r drdddz y reduciendo se hallará: 

dprr j 1 dpr, ^ dpr, ^ Prr + Ptt , ^ q^ 

dr r db dz r 



r dO dr dz r 



dz r dO dr r 

a* parte. ua 
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Tales son las ecuaciones que expresan el equilibrio de un 
elemento del sólido elástico. 

Son análogas á las que obtuvimos en el sistema ordinario 
de coordenadas, aunque algo más complicadas. 

Son, como aquéllas, ecuaciones en diferenciales parciales 
de primer orden de las seis tensiones /? con relación á r, /, z; 
de igual suerte que aquéllas eran también ecuaciones en dife- 
renciales parciales de primer orden de Nj, N„ N^, T^, 7i, T^, 
con relación á las variables x, y, z. 

Hemos resuelto, pues, los dos problemas fundamentales: 
expresar las tensiones en función de las deformaciones y es- 
tablecer las ecuaciones d^ equilibrio. 

* 

Las tensiones en función de las deformaciones encontra- 
mos que se expresaban por las fórmulas siguientes: 

dr 



Pzz= t^Oc + 2^ — — 

jiz 
( dV , 1 dW\ 



(O 



rz 



( dU , dW\ 

= ^[-d7^-17) 

/ dV , I dU V\ 

^'''^^[-dT^--7f~T) 



en que la dilatación cúbica era 

dU , I dV ^ dW , U 



dr r dd dz r 
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De suerte que en el segundo miembro de las seis ecuacio- 
nes anteriores no entrarán más que las seis derivadas parciales 
de í/, V, W, con relación á r, /, z, y además estas váríabrés. 

A este grupo (I) hay que agregar el que hemos obtenido 
hace un momento como expresión del equilibrio del sólido 
elemental, á saber: 

dprr , 1 dprt , dprz . Prr + Ptt 



+ J- Jí/í£i + Jí¿::l + jí£lxj^ + p /? = O 



dr r de dz 

r de dr dz r ^ ^ ' 

dpzz , 1 dpzt , dpzr , 1 I T' n 

Todo queda reducido á substituir en estas últimas ecua- 
ciones (II) los valores de/7 del grupo (I), cálculo que no ofre- 
ce dificultad de ningún género, y por el cual se llega á las 
tres ecuaciones siguientes: 

\ '^ '^ dr I l „ \dr ^ r d» r . 

dr r ^ de ^ 



(dU.dWV 
\ dz dr ) 



+'' d. + 



+ 7 [".+21* ^ + >.». + ^{í'+^)] + ("=<>.■ 

r de '^ dr ^ 

^ \dz^ r de) 

r \ dr r de r ) 



(A) 



+ ,» 



dz 

\ dz dr ) 
dr 



' dV I dW\ 
\dz r di ) 



(A) 



f(- 



dz dr ) 



-pZ-O.l 



Estas son las tres fArmulas fundamentales del problema 
de la Elasticidad expresadas en coordenadas cilindricas y 
para el interior del sólido elástico si está limitado, ó para 
todo el sistema si es indefinido. 

Puede darse á dlctias ecuaciones una forma más sencilla, 
pero como no hemos de hacer uso en estos cursos de dichas 
fórmulas, no insistiremos en este punto, que ninguna ense- 
ñanza nos traerla, para las cuestiones de Física matemática 
que hemos de estudiar. 

El que quiera mayores detalles y desarrollos, puede con- 
sultar, entre otras, las obras sobre Elasticidad de Resal y Ma- 
thieu. 



Lo único que agregaremos sobre tas tres fórmulas A obte- 
nidas, es que representan, á pesar de su aparente complica- 
ción, ecuaciones en diferencíales parciales de segundo orden 
de las tres funciones U, V, W, con relación á las variables 
independientes r, 6, z. 

Esto es evidente, y se ve, desde luego, sin necesidad de 
desarrollar los cálculos, puesto que se han de tomar las de- 
rivadas parciales con relación á r, 6, z, de expresiones que 
contienen coeficientes diferenciales parciales de primer orden 
respecto á estas mismas variables independientes. 

Además, se observa inmediatamente que son funciones 
lineales con relación á dichos coeficientes diferenciales: ni 
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eniran potencias, ni entran productos; pero también se ve 
que los coeficientes no son constantes. 

En suma, son muclio más complicadas, al menos en ge- 
neral, que las que obtuvimos aplicando el sistema ordinario 
de coordenadas. 

Que estas son las ecuaciones fundamentales es evidente, 
porque lo fundamental en la teoría de los sistemas elásticos 
es obtener las componentes del desplazamiento de cada pun- 
to en función de las coordenadas de este punto; todo lo de- 
más, tensiones, dilataciones cúbicas, trabajo interno, todo, 
repetimos, se deduce como hemos visto de las fórmulas ex- 
presadas. 

Pero son ecuaciones diferenciales, luego es preciso inte- 
grarlas, es decir, obtener en este caso de coordenadas cilin- 
dricas tres funciones de U, V, W, 

U=F {r,$,z). 
W=F^(r.Q.z), 



que satisfagan á las ecuaciones diferenciales y que tengan 
bastante generalidad para satisfacer á las ecuaciones de tos 
limites en este mismo sistema de coordenadas cilindricas, 
condiciones de que hablaremos antes de terminar esta con- 
ferencia. 

Conseguido esto, el problema estará resuelto, porque para 
cada punto del sistema, es decir, para los valores de r. O, z 
que determinan dicho punto, substituyendo estos valores en 
F, r,, F2, conoceremos U, V, W, 6 sea las componentes 
del desplazamiento y todos los elementos del problema elás- 
tico que antes enumerábamos para dicho punto y para todos 
los del sistema. 

Por lo demás, el problema analítico, es decirj el de inte- 
gración de estas ecuaciones diferenciales es inmensamente 



difícil y no ha sido todavía resuelto con la debida genera- 
lidad. 

Por eso hemos dicho en repetidas ocasiones que las gran- 
des dificultades de los problemas de Física matemática, apar- 
te de las que nacen de la naturaleza de las hipótesis que se 
hacen al principio, estas dificultades, repetimos, no están en 
plantear matemáticamente el problema, por más que a veces 
sea trabajo laborioso, sino en resolver las ecuaciones en que 
el problema queda planteado. 

La dificultad está, pues, al principio y al fin. 



Hemos obtenido las ecuaciones en coordenadas cilindricas 
para un punto cualquiera del sistema; ahora debemos com- 
pletar la solución teórica estableciendo tas ecuaciones de 
equilibrio para un punto de la superficie que limite el cuer- 
po elástico. 

Y esta superficie será, ó un cilindro de revolución, ó un 
plano de sección recta, porque de lo contrario, no hubiéra- 
mos escogido este sistema de coordenadas. 

No es que no pueda aplicarse á cualquier sistema elástico 
limitado; es que no proporciona ventajas ni simplificaciones 
de ningún género, y crea complicaciones de lodo punto inú- 
tiles. 

Supongamos, pues, que el sólido está limitado poruña 
superficie cilindrica de revolución alrededor de! eje Z y de 
radio /?, y por dos planos ó bases perpendiculares á este eje. 

Tenemos que establecer el equilibrio de un punto cual- 
quiera de la superficie cilindrica ó de las dos bases del ci- 
lindro. 

Empecemos por la superficie cilindrica: sea figura 61 un 
trozo de ésta, ABCD, proyectada en ab. 

Imaginemosotro cilindro de revolución infinitamente próxi- 
mo al primero A ' B' C'D'. 
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Entre las dos quedará una capa cilindrica, y terminaremos 
de definir el sólido elemental, que hemos de considerar, tra- 
zando las dos secciones rectas AB A'B' y CD CD\ 
Además, los dos planos meridianos í4í4' CC ySB' DD\ 
Resultará, pues, una capa infinitamente estrecha que real- 
mente será un sólido compuesto, de la misma manera que el 
que imaginamos en la figura 59 para el interior del cuerpo. 




Figura 6f. 



Esta es, precisamente, la ventaja del sistema cilindrico 
en el caso que estamos considerando; que la forma del 
sólido para la superficie es la misma que para el interior del 
cuerpo y los cálculos que hicimos para el uno nos sirven 
para el otro. 

Dicho sólido, en la figura 61 , se proyecta en el trapecio 
circular aba'b\ 

Dicho sólido, que en rigor es una capa de espesor peque- 
ñísimo, es tal, que una de sus dos caras, ABCD, coincide 
con la superficie exterior del cilindro, y contiene el punto Ai' 
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de la superficie, para el cual queremos establecer las ecua- 
ciones de equilibrio. 

Si suponemos que, realizadas ya las deformaciones, y lle- 
gando al equilibrio, la capa en cuestión es rígida, establecer 
las condiciones de equilibrio de dicha capa, será establecer 
las condiciones de equilibrio del punto Af' que á ella per- 
tenece. 

Y cuando el sólido se aproxime cada vez más á M', des- 
aparecerá ya dicho sólido como andamiaje geométrico, y no 
quedarán más que las ecuaciones de equilibrio del punto M' 
de que tratamos. 

Pero podemos suponer las dimensiones de las caras 
ABCD, A'B' C D' son de primer orden, y que en cambio 
las aristas AA'.BB', CC',DD' son de segundo orden ó de 
un orden superior, con lo cual las caras laterales serán tan 
pequeñas con respecto á las caras ABCD y A'B'C'D' 
como se quieran, y las tensiones sobre dichas caras latera- 
les, que Son proporcionales á las áreas de estas caras, serán 
también despreciables en orden de pequenez; luego, en suma, 
para el equilibrio del sólido 6 de la capa infinitamente estre- 
cha, no hay que tener en cuenta más que dos fuerzas: la 
fuerza exterior P aplicada á la cara ABCD en el punto Af", 
y la fuerza p aplicada á la cara opuesta A'B'C'D' en el 
punto m. 

Representemos las componentes de P por P,, P,, Pj, y 
por w el área de las caras ABCD y su opuesta. 

Las componentes de la fuerza exterior sobre la cara u 
serán: 

tüP„ i^P„ u>p,. 



Hemos representado asimismo por p la tensión sobre cual- 
quier cara del sólido elemental, en la unidad de superficie. 
Como la cara A ' B' C D' es un elemento de superficie cilin- 
drica, será evidentemente normal al radio r que pasa por uno 
de sus puntos, por ejemplo m, de suerte que en este caso la 
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tensión que hemos de considerar será p ^ y sus tres compo- 
nentes serán Pm Prtf Pn- 

Las componentes de la tensión sobre toda el área cu serán, 
por lo tanto, 

^Prry ^Prt, ^Prz- 

Y puesto que sólo hemos de considerar el equilibrio de las 
fuerzas Py p sobre las caras ABCD, A'B'C'D', toda vez 
que la acción de las fuerzas sobre las otras caras es despre- 
ciable^ las ecuaciones de equilibrio se obtienen, desde luego, 
sumando las componentes de P y depré igualando á cero. 

Pero no olvidemos que las p representan la acción de la 
parte situada del lado positivo sobre la región negativa, de 
manera que las ecuaciones de equilibrio serán : 

— ^Prr + Pr^ = 0| — ^'Prt = Pt^, — ^Prz = Pz^* 

Ó bien : 

Prr = Pr, Prt = Pf, Prz = Pz- 

Sólo falta escribir en vez de las p sus valores en función 
de las componentes de las deformaciones. 

Tendremos, por lo tanto, para las tres ecuaciones de equi- 
librio del punto M' de la superficie cilindrica: 



^Oc+2^——= Pr 

dr 



\ dr r de r / 

( dU dW\ 
\ dz dr ) 



(B) 



= Pz- 



en que Pr Pt, Pz, pueden ser constantes para todos ios pun- 
tos de lá supercie cilindrica ó , en general , pueden ser varia- 



-sa- 
bles, dependiendo cada una de eilas de las dos variables in- 
dependientes C', z. Ya hemos dicho que con lar iro hade csim- 
larse, porque ha de substituirse r~ R, siendo el R el radio 
del cilindro exterior. 

En suma, las tres ecuaciones anteriores son ecuaciones en 
diferenciales parciales de primer orden de las tres funcio- 
nes U, V, IV con relación á dos variables independientes 9, z. 

A estas ecuaciones deben satisfacer con virtiéndolas en 
identidades los valores generales que obtengamos para 
U, V, W, integrando las tres ecuaciones (A) y poniendo en 
dichas funciones' í/, V, W en vez de r el valor R. 



Pero el sólido no está aquí terminado por una superficie 
única, sino lateralmente por la superficie cilindrica de ra- 
dío R, cuyo equilibrio acabamos de establecer y en los ex- 
tremos por dos secciones rectas cuyos planos son perpendi- 
culares al eje Z. 

Deberemos, pues, también establecer el equilibrio para es- 
tos planos. 

Asi, en este caso, las tres ecuaciones relativas á los límites, 
por decirlo de este modo, se desdoblan en seis, y aun pudié- 
ramos decir en nueve, tres para la superficie cilindrica, y 
para cada base otras tres. 

Establecer el equilibrio de las bases es sumamente senci - 
lio; es repetir lo que hemos dicho para la superficie cilin- 
drica . 

Sea A'B' una de las secciones rectas (fig. 62) y establez- 
camos el equilibrio de un punto cualquiera M' de dicha 
base. 

Consideremos el sólido elemental AB ab, idéntico al que 
hemos considerando para un punto del interior, 6 para la su- 
perficie cilindrica que suponemos proyectado en ABab, y 
que se compondrá siempre de dos secciones rectas" AB ab 



de dos superficies cilindricas que suponemos que se proyec- 
tan en i4a, Bb, y para simplificar la figura^ admitimos que 
ambas se confunden con los planos tangentes, y de dos pla- 
nos meridianos que admitimos que se proyectan en el mis- 
mo rectángulo ABab. 

En este sólido elemental se supone que, si las líneas A B, 
ab son infinitamente pequeñas de primer orden, las líneas 
Aa, Bb son de segundo orden, ó de un orden superior; 'de 
modo que, para el equilibrio de este sólido que en rigor es 




Plflura 02. 

una capa infinitamente estrecha, podemos prescindir de las 
tensiones sobre las caras laterales: es decir, los dos cilindros 
Aa, Bb y los dos planos meridianos ABba, porque las 
caras serán infinitamente pequeñas de orden superior. 

Si suponemos que P es la fuerza exterior aplicada á Af ' 
referida á la unidad de superficie y p la tensión sobre ab 
aplicada en m también por unidad superficial , sólo tendre- 
mos que establecer el equilibrio de las fuerzas P y p. 

Representando por P^., P/, P^ las componentes de P res- 
pecto á los ejes auxiliares r, /, z, y por w el área AB, las 
tres componentes de la fuerza exterior sobre esta cara serán: 

iúPr, ^Pt, ^Pz- 

Análogamente, la fuerza p será en este caso la tensión so- 
bre un plano ab perpendicular al eje de las z, es decir, p^ y 
sus componentes sobre toda el área ab 

^^Pzr, ^Pztf ^Pzz' 
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Luego tendremos, análogamente á lo que resultaba para la 
superficie cilindrica, 

y dividiendo por cu 

Pr=P2rf Pt = Pztf Pz=Pz2^ 

Sólo falta substituir los valores de/7 en función de las com- 
ponentes de las deformaciones, y tendremos: 

\^,+2^^ = P,. 
dz 

Lo mismo que decíamos antes para la superficie cilindrica, 
diremos ahora, que estas ecuaciones (B') son ecuaciones en 
diferenciales parciales de primer orden de las tres funciones 
U, V, W, con relación á dos variables independientes, que 
aquí serán r y 9; y al hacer la substitución de ¿7, V, W para 
convertir en identidades el grupo (B'), en vez de z debe- 
remos substituir el valor constante z^ que corresponda á di- 
cha cara i4'fl' (fig. 62). 

Y con esto queda terminado el estudio de las coordenadas 
cilindricas aplicadas á la teoría de la Elasticidad, al menos en 
los límites elementales á que nos venimos ciñendo en estas 
conferencias. 
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Conferenola déolmaouarta. 

Señores : 

Hemos expuesto en las últimas conferencias el sistema de 
coordenadas cilindricas con aplicación á la teoría de la Elas- 
ticidad. 

Y dijimos también que, antes de concluir esta primera 
parte del curso, trataríamos de las coordenadas esféricas. 

De ellas vamos á tratar en esta conferencia; pero no con 
el desarrollo ni con los pormenores en que hemos entrado 
al estudiar las coordenadas cilindricas. 

En primer lugar, porque sería repetir paso á paso, varian- 
do tan sólo términos, lo que allí dijimos. 

En segundo lugar, porque ni de las coordenadas cilindri- 
cas ni de las esféricas hemos de hacer aplicación inmediata. 

En tercer lugar, porque son problemas, más bien que de 
Física matemática, de Geometría analítica, y en todo caso, 
de Mecánica elemental, que no ofrecen dificultad de ningún 
género. 

Y en suma, porque nos robarían el tiempo que necesita- 
mos para problemas de más actualidad y de interés más in- 
mediato. 

Además, el que quiera enterarse de estas teorías puede 
consultar, entre otras obras, los tratados de Elasticidad de 
Lame, de Resal y de Mathieu. 

Por todas la razones expuestas, sólo daremos un resumen 
muy sucinto de la teoría de las coordenadas esféricas, con 
aplicación al problema de la Elasticidad. 






En dicho sistema de coordenadas, como en todos los de- 
más, cada punto está definido por la intersección de tres su- 



perficies, que en este caso son: I."" Una superficie esférica. 
2!" Un cono de revolución cuyo vértice está en el centro de 
la esfera. Z^ Un plano meridiano común á ambas superfi- 
cies. El eje es siempre el mismo para todas las esferas, para 
todos los conos y para todos los planos meridianos. 




Figura US. 



En el sistema ordinario, las tres superficies eran tres 
planos. 

En el sistema cilindrico ó semipolar, dos de las superficies 
eran planas; la tercera, un cilindro de revolución. 

En el sistema de coordenadas esféricas, una de las super- 
ficies es un plano; las otras dos superficies, son curvas. 

Esto es lo que hemos representado en la figura 63. 

Sean tres ejes fijos OX, O Y, OZ, y consideremos un 
punto Ai, cuya posición en el espacio queremos fijar por 
medio de coordenadas esféricas. 

1.'' Con un radio r=^ OM trazaremos una esfera que 
pase por el punto Af. Soto hemos representado de esta esfe- 
ra la parte ABC comprendida en el primer ángulo triedro 
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de los ejes X YZ. En el sistema de coordenadas esféricas, 
la ecuación de esta superficie será 

siendo r la variable, y a su valor para cada punto. Para el 
punto Af, el valor de r será OAf. Y haciendo variar a, ten- 
dremos todas las esferas, cuyo centro sea O, desde este pun- 
to hasta el infinito. 

2.** Por Ai haremos pasar un cono de revolución cuyo 
eje sea OZ, y el semiángulo en el vértice será COM que 
representaremos por 0. La intersección de este cono con lá 
esfera será en el paralelo aMb. Tampoco hemos represen- 
tado más que una parte de dicho cono, la comprendida en el 
triedro X YZ. 

El ángulo 6 variará desde cero, cuando OM coincida con 
O C, hasta 180°. 

La ecuación de todas estas superficies cónicas será evi- 
dentemente 

6 = 6, 

en que B es la variable y 6 la constante que define cada cono. 
Un punto del paralelo a Af 6 estará definido por las dos 
ecuaciones 

r = a, e = b. 

Es decir, el cono y la esfera, según se sabe, por Geome- 
tría analítica. 

El ángulo O sabemos que en los cálculos no se mide por 
grados ordinariamente, sino por la longitud de un arco, 
cuyo radio sea 1 y que esté comprendido entre los lados 
OAf, OC. 

A este ángulo se le puede llamar colatitud, porque en el 
sistema geográfico de coordenadas, si OZ es la línea polar 
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y ADB el ecuador, MD es la latitud, de suerte que CM será 
el complemento de la latitud, es decir, la colatttud. 

3." Por úllimo, por el mismo punto Ai que queremos de- 
terminar y por el cual hemos hecho que pasen la esfera y el 
cono de revolución, hagamos pasar el plano meridiano 
OCMD, y es claro que su intersección con las dos super- 
ficies anteriores, ó si se quiere con el paralelo aMb, deter- 
minará de una manera única et punto M. 

Dicho plano meridiano OCMD estará definido por el án- 
gulo que forma con el plano coordenado XZ, ó si se quiere, 
por el ángulo » que forma su traza OD sobre el plano X Y 
con el eje X. 

Este ángulo puede llamarse ángulo acimutal ó también 
puede decirse que es la longitud A D del punto M, como seria 
en un sistema geográfico. 

La ecuación de tal plano en im sistema de coordenadas 
esféricas, sería evidentemente 



en que » es la variable, y á cada valor de c correspondería 
un plano meridiano, el cual variaría desde O á 360", ó sea 
de0á2it. 

En resumen, cada punto M del espacio estaña definido 
por 

OM = r, MOC=>=0; AOD=o. 

De suerte que las tres ecuaciones que determinan el pun- 
to Af serán 



haciendo variar estas tres constantes, tendremos representa- 
dos todos los puntos del espacio. 

En la figura 64 hemos representado el punto Ai por ana- 
logia con el sistema ordinario por las tres coordenadas 
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AfD, DA, O A, que equivalen, por decirlo así, en posición á 
z, y, x; sólo que las dos primeras, en vez de ser rectas, son 
arcos de círculo: MD es la latitud, DA es la longitud y O A 
es el radio de la esfera. 

Claro es que estas tres coordenadas equivalen á las ante- 
riores, que son las que generalmente se adoptan, y las que 
adoptaremos nosotros en lo que nos queda por decir. 

Para concluir este punto, hagamos una observación im- 
portantísima, más que importante, fundamental. 




X 



Plgara 64. 

Las tres superficies que hemos adoptado, á saber: la esfe- 
ra, ei cono y el plano meridiano, se coitan en ángulo recto. 

En efecto; las generatrices del cono son radios de la esfe- 
ra, de modo que cada uno de ellos, OM, por ejemplo (figu- 
ra 63), será perpendicular al plano tangente á la esfera en Af. 
Pero el plano tangente al cono en Af , pasa por el radio OM, 
luego el plano tangente al cono y el plano tangente á la es- 
fera se cortan normalmente en el punto Ai. 

Además, el plano meridiano OCAÍD, pasa también por el 
radio OAf, luego será también perpendicular al plano tan- 
gente en Af á la esfera. 



a.* parte. 



a3 
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Por último, dicho plano meridiano lo es del cono de re- 
voluciún, luego será perpendicular al plano tangente en M 
á la esfera. 

En resumen; las tres superficies se cortan normalmente 
dos á dos en cada punto Af, luego las tres superficies for- 
man para cada punto M un triedro trírrectangular, cuyas 
tres caras serán un plano, una esfera y un cuno; dos de ellas 
son curvas, la tercera es plana. 

Esta circunstancia nos permite introducir en este caso 
todas las simplificaciones que introdujimos en el sistema de 
coordenadas cilindricas. 

Y si escogiésemos un sislema cualquiera de coordenadas 
curvilíneas, aun elegiríamos tres superficies que formasen 
constantemente triedros trirrectangu lares. 



Hemos definido la posición de un punto por las tres coor- 
denadas r, », 0. 

Supongamos que este punto es M (fig. 65). 

Si esle punto en la deformación elástica viene á parar á 
M', parece natural que la posición del punto M' se defina á 
su vez por los incrementos que experimentan las coordena- 
das de M al pasar de Af á Af ', es decir, por 

dr, df, do, 

Y en rigor esto se hace; pero con algunas pequeñas mo- 
dificaciones que simplifican notablemente el problema. 

Para ello, por el punto M, siguiendo la misma marcha que 
en las coordenadas cilindricas, se hace pasar un sistema de 
ejes coordenados auxiliar que están representados por líneas 
gruesas en la figura 65. 

Estos ejes son: Mr, prolongación del radio OM; Mt, que 
es tangente al paralelo que pasa por M, es decir, á a' Mb', 
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intersección del cono con la esfera, y trazada en la dirección 
en que crece el ángulo ©; por último, Mm, tangente en M 
al meridiano CMD y en el sentido en que crece el ángulo 9. 
Dichos tres ejes forman evidentemente un sistema trirrec- 
tangular, porque dos á dos determinan los planos tangentes 
á las tres superficies que pasan por M para definir este 




Figura 05. 



punto, y hemos dicho que estas tres superficies se cortan 
normalmente. 

En efecto; el plano tMm es tangente á la esfera, porque 
pasa por Mt tangente al paralelo y por Mm tangente al me- 
ridiano. 

El plano tMr es tangente al cono porque pasa por la ge- 
neratriz OMr y por Mt, que es tangente al paralelo, el cual 
está situado en el cono. 

Por último, el plano mAfr coincide evidentemente con el 
meridiano, puesto que pasa por dos rectas OMr, Mm que 
están situadas en él. 

Este será el sistema auxiliar trirrectangular que conside- 
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rarcmos, porque en rigor, y alrededor del punto M á las tres 
superficies se pueden substituir los tres planos con errores 
infinitamente pequeños de orden superior. 

Así el punto M', que es la posición que toma Af por su 
desplazamiento, se define por tres coordenadas ordinarias 
referidas á este sistema de ejes. A saber: U ^ M'b parale- 
lamente al eje de las r. 

V ^=ba paralelamente al eje /. Y por fin W ■-= Ma para- 
lelamente al eje m. 

La U coincide con el incremento de r, porque ryU son 
paralelas, y como la distancia MM' es sumamente pequeña, 
con errores de orden superior puede considerarse que ambas 
cantidades son iguales. 

6fl = V^ no coincide con rfc>, pero contar V sobre /, ó con- 
tarla sobre el arco a' Mb' sólo produce errores de orden su- 
perior, de modo que puede suponerse 

V^= oM xdf = r sen Gd^f. 

Por último Ma, si se cuenta sobre el meridiano en vez de 
contarse sobre la tangente , podrá expresarse evidentemen- 
te de este modo : 

Ma~^- W=rdO. 

De suerte que las tres coordenadas t/, V, W que determi- 
nan la posición del punto M\ si no son precisamente las 
variaciones de las verdaderas coordenadas, se expresan con 
facilidad suma en función de ellas. 

Pasemos á las tensiones. 

Por consideraciones idénticas á las que hacíamos en las 
coordenadas cilindricas vamos á substituir á las tensiones y 
á sus componentes en el punto Af ó en puntos infinitamente 
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próximos á él, respecto á las tres superficies fundamentales, 

el plano meridiano, el cono y la esfera, las tensiones y las 

componentes respecto á los tres planos del triedro auxiliar 

Mtmr, 

' Los errores ya sabemos que son de orden superior. 

Las notaciones serán idénticas á las que hemos seguido 
hasta aquí. 

Siempre emplearemos la letra p y se sobreentiende que 
nos referimos á las tensiones por unidad de superficie. 

Cuando se trate de la esfera, como su plano tangente es 
tMm, que es perpendicular á r, el primer subíndice será r, 
y los segundos subíndices expresarán las componentes de 
esta tensión con relación á los tres ejes r, /, m; de suerte 
que tendremos: 

Prr, Prtt Prmy 

para los tres componentes de la tensión sobre la superficie 
esférica ó sobre su plano tangente tm alrededor de Af. 

La tensión sobre el plano meridiano, como está definido 
pormr, y es perpendicular á /, se designará por pt,y para 
designar las tres componentes se pondrán los tres subíndi- 
ces r, t, m. 

De modo que 

Ptr, f^ttt Ptm 

designarán las tres componentes paralelamente á los ejes 
r, /, m de la tensión que actúa sobre el plano meridiano en 
el punto Af ó á pequeña distancia del mismo. 

Por último , la tensión sobre el cono en el punto Af y en 
su proximidad ó sea en el plano tangente, como está defini- 
do por A, r y es perpendicular á m, llevará m por primer sub- 
índice, y las tres letras r, /, m por segundos subíndices para 
expresar las tres componentes. 

Así 

*mr t *m 1 1 'tn m 
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serán las tres componentes de la tensión por unidad de super- 
ficie para el punto Af sobre el cono ó sobre su plano tangente. 
El siguiente cuadro expresa el conjunto de las nueve com- 



ponentes que acabamos de definir. 



Prrf Prtf P tm 

Ptr, Ptt» Ptm 

Pm r 9 Pm t 9 Pm m • 

Como estas componentes se refieren á un sistema de ejes 
trirrectangulares, con errores de orden superior, podemos dar 
por demostrado para este caso, es decir, para las coordena- 
das esféricas, lo que demostramos para las coordenadas or- 
dinarias: á saber, que no cambia el valor de una componen- 
te cuando cambia el orden de los subíndices. 

De suerte que tendremos: 

Prt—Ptn Prm=Pmr\ Ptm^Pmt 

y las nueve cantidades del cuadro anterior se reducen como 
siempre á las seis siguientes: 

Pm Pttt Pmm 
Prt9 Prntf Pmt 

que equivalen Á N^, Nz, N^, T^, T.2, T^. 



* 



Definido un punto cualquiera del espacio en coordenadas 
esféricas; definidas las componentes U, V, W de cada des- 
plazamiento, y definidas las componentes de las tensiones 
para las tres superficies que pasan por un punto cualquiera 
Af, ó sea para sus planos tangentes, que forman el sistema 
auxiliar r, t, m, debemos resolver los dos problemas funda- 
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mentales, que siempre hemos resuelto: expresión de las com- 
ponentes de las tensiones en función de los desplazamientos 
y equilibrio de un sólido elemental en función de las ten- 
siones. 

Estudiemos el primero de estos dos problemas. 

Expresión de las componentes de las tensiones p en fun- 
ción de U, V, W.— Este problema se simplifica mucho como 
en el caso de las coordenadas cilindricas, porque en parte 
está ya resuelto. 

En efecto; cuando estudiamos el sistema ordinario de co- 
ordenadas aplicado al problema de la Elasticidad, obtuvimos 
la expresión de las N, T, en función de las derivadas par- 
ciales de u, V, w con relación á x,y, z. 

Luego si referimos u, v, w á\os ejes r,t,m, puesto que 
las p son las mismas que las N, T, podremos escribir inme- 
diatamente los valores de las componentes p en función de 



du 


du 


du 


dx' 


dy' 


dz 


dv 


dv 


dv 


dx' 


dy' 


dz 


dw 


dw 


dw 



dx' dy ' dz' 

Pero no son estas las derivadas que necesitamos, sino las 
de U, V, W, con relación á r, t, m; es decir, que hay que 
expresar las nueve cantidades del grupo anterior en función 
de estas otras nueve derivadas parciales: 



dU 


dU 


dU 


dr ' 


dt ' 


dm 


dV 


dV 


dV 


dr ' 


dt ' 


dm 


dW 


dW 


dW 



dr dt dm 
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En resumen , el problema que estamos estudiando se re- 
duce á este otro: expresar el primer grupo de nueve canti- 
dades, que hemos escrito, en función del segundo, con lo 
cual, eliminando las primeras en los valores de p, tendremos 
expresadas las componentes de las tensiones en función de 
las derivadas del último cuadro. 

Para obtener este resultado hay que seguir exactamente 
la misma marcha que cuando estudiamos las coordenadas 
cilindricas. 

Es decir, obtendremos los valores de las componentes í/i/, 
dv, dw proyectando los desplazamientos de dos puntos Af 
Af 1 sobre los tres ejes r, t, m y tomando sus diferencias. 

Este es un problema de Geometría analítica que no ofrece 
dificultad de ningún género. 

Después dividiremos por dx, dy, dz ambos miembros; 
pero en el segundo expresaremos las diferenciales de x, y, z 
por las diferenciales de las nuevas variables. 

Por último, lo mismo que hacíamos en el caso de las co- 
ordenadas cilindricas, supondremos que el punto Af, al pasar 
á la posición Aíi, corre por el eje de las r, ó el de las /, ó 
el de las /n, con lo cual el primer miembro siempre expresará 
una derivada parcial con relación k x,y, z que aquí se lla- 
man r, /, m. 

Pero hay esta circunstancia importantísima y que simpli- 
fica el problema, á saber: que al resultar derivadas parciales 
en el primer miembro, resultarán también derivadas parcia- 
les en el segundo, como se ve desde luego. 

Supongamos para fijar las ideas que el punto, recorre el 
eje ty esto supone que la r y la m no valían. 

Pero recorrer el eje t es lo mismo que recorrer el arco 
a'Mb' con errores infinitamente pequeños de orden superior, 
si el punto no se separa de su posición Af más que infinita- 
mente pequeños de primer orden. 

Mas recorriendo dicho paralelo, ry O son constantes, sólo 
queda variable la coordenada f, luego si en el primer miem- 
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bro tenemos derivadas parciales con relación á t, en el se- 
gundo miembro tendremos derivadas parciales con relación 
á 7 ; así se expresarán las del primer grupo en función de 
las del segundo. 

Lo mismo podríamos decir para todos los demás casos. 

No entramos en más pormenores porque sería repetir lo 
que dijimos al tratar de las coordenadas cilindricas. 

Pasemos al segundo problema. 



* 

4t * 



Condiciones de equilibrio del sólido elemental. El sólido 
elemental se expresa como siempre, por seis superficies que 
lo limitan. 

Dos de ellas son dos superficies esféricas distante una de 
otra la cantidad dr. 

Las otras dos son dos superficies cónicas en que la dife- 
rencia de los semiángulos del vértice es dO. 

Y por último, las otras dos son dos planos meridianos 
que forman entre sí el ángulo d-^. 

Trazando por el punto Af los dos planos tangentes al cono 
y á la esfera que pasan por este punto y el plano meridiano 
que pasa por él , tendremos los tres planos trirrectangulares 
que antes explicamos, y sus intersecciones serán los tres 
ejes auxiliares r, m, t 

Para expresar el equilibrio de este sólido elemental basta 
determinar las tensiones p que actúan sobre las seis caras y 
descomponerlas paralelamente á los ejes r, m, t que pasan 
por el punto M, igualando, por fin, las sumas de las compo- 
nentes paralelas á cada uno de estos tres ejes y las de las 
componentes de las fuerzas exteriores á cero. 

De este modo tendremos las tres ecuaciones de equilibrio 
del sólido elemental en coordenadas esféricas. 

En este cálculo á las tensiones sobre las verdaderas caras 
del sólido se substituyen con errores infinitamente pequeños 
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de orden superior las tensiones sobre los planos tangentes, 
es decir, las tensiones ;? ; y como las componentes de todas 
estas tensiones forman ángulos perfectamente conocidos 
con r, t, m, el problema es un problema sencillísimo de Geo- 
metría analítica. 



Por último, substituyendo en estas ecuaciones de equili- 
brio del sólido elemental los valores de las tensiones p en 
función de las derivadas parciales de U. V, W, con relación 
á r, O, ^1 que habíamos obtenido anteriormente, hallaremos 
las ecuaciones finales de la Elasticidad en coordenadas esfé- 
ricas para el medio elástico indefinido. 

No hacemos estos cálculos porque son elementales, aun- 
que algo enojosos; pero el lector puede consultar las obras 
de Resal y Mathieu, en que están completamente desarro- 
lladas. 

Respecto al equilibrio de las superficies, como suponemos 
que el cuerpo está terminado por conos, esferas y planos 
meridianos, ó por alguno de estas superficies, no tendremos 
más que seguir la marcha que seguíamos paralas coordena- 
dos cilindricas; es decir, igualar las componentes de la ten- 
sión sobre alguna de estas superficies á las componentes de 
la fuerza exterior. 



Las consideraciones que preceden se aplican sin ningún 
género de dificultad, aunque con mayor complicación en los 
cálculos á las coordenadas curvilíneas en general: sólo hare- 
mos a este propósito algunas breves observaciones. 

Las tres familias de superficies que elijamos deben ser oc- 
togonales, y por un teorema bien conocido de cálculo sus 
intersecciones serán las lineas de curvatura. 

En el punto M que escojamos habrá que trazar tres planos 
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tangentes á las tres superficies que pasan por dicho punto, 
planos que formarán un ángulo triedro trirrectangular. 

Sus intersecciones formarán los ejes auxiliares. 

El desplazamiento del punto se determinará con relación á 
estos ejes por coordenadas ordinarias infinitamente pe- 
queñas. 

A las tensiones sobre las superficies se substituirán las 
tensiones sobre los planos tangentes, y por métodos análogos 
á los expuestos se resolverán estos dos problemas. 

1 ."" Expresar las p en función de las derivadas parciales 
de los desplazamientos con relación á las nuevas coorde- 
nadas. 

Nos servirá para simplificar el problema esta considera- 
ción: que cuando el punto Ai recorre uno de los ejes coor- 
denados, con errores infinitamente pequeños, puede suponer- 
se que recorre la línea de curvatura á que es tangente, de 
modo que en el primer miembro y en el segundo de cada 
ecuación se obtendrán derivadas parciales. 

2."" Se determinarán las ecuaciones de equilibrio del sóli- 
do elemental, el cual estará formado por seis superficies, á 
saber: dos consecutivas de cada familia. 

A las tensiones sobre las superficies se podrán substituir 
las tensiones sobre los planos tangentes. 

Por último, eliminando lasp de estas últimas ecuaciones, 
obtendremos las ecuaciones diferenciales del equilibrio del 
sólido elástico elemental en un medio indefinido que siempre 
serán de segundo orden. 

En cuanto al equilibrio de un punto de la superficie no hay 
más que generalizar lo que hemos explicado para las coor- 
denadas ordinarias, para las coordenadas cilindricas y para 
las coordenadas esféricas. 
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